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Vorwort

Die Vorlesung Atom-/Quantenmechanik fiir Studenten der Nanotechnologie an der
Friedrich-Alexander-Universitit Erlangen-Niirnberg, deren Basis das vorliegende
Skript ist, soll eine Einfithrung in die Quantenmechanik geben und die Anwen-
dungen der Quantenmechanik auf Atome und Molekiile und damit die Grundlagen
der Quantenchemie einfithrend behandeln. Da in den Materialwissenschaften, sei
es in der Charakterisierung von Materialien durch Spektroskopie oder bildgebende
Verfahren, sei es fiir die Eigenschaften von Materialien, Vorgénge auf atomaren
Grofsenordnungen und damit Vorgénge, die quantenmechanischen Gesetzméafsig-
keiten gehorchen, eine zentrale Rolle spielen, muss die Vermittlung von Grund-
kentnissen der Quantenmechanik und der Quantenchemie integraler Bestandteil
eines Studienganges Nanotechnologie sein.

Das vorliegende Skript ist aus der Kombination und Adaption der Skripten zur
Theoretischen Chemie IT und III fiir Chemiker und Molekularwissenschaftler an der
Friedrich-Alexander-Universitdt Erlangen-Niirnberg entstanden, wobei das Skript
zur Theoretischen Chemie II in seinen Urspriingen auf ein Skript zur Einfiihrung
in die Quantenmechanik von Prof. Dr. Wolfgang Domcke von der Technischen
Universitat Miinchen zuriickgeht.

Eine einsemestrige, dreistiindige Vorlesung kann nur eine erste Einfiihrung in die
Quantenmechanik und die Quantenchemie geben, wobei vieles nicht in letzter Tiefe
behandelt werden kann oder manches, dessen Behandlung eigentlich wiinschens-
wert wére, ausgelassen werden muss. An dieser Stelle sei der interessierte Student
auf die Literatur verwiesen, z.B. auf

Joachim Reinhold: “Quantentheorie der Molekiile”, Vieweg-Teubner
Gernot Miinster: “Quantentheorie”, de Gruyter

Peter W. Atkins, Ronald Friedmann: “Molecular Quantum Mechanics”, Ox-
ford Univeristy Press

Ira N. Levine: “Quantum Chemistry”, Pearson Education

H. Haken, H. C. Wolf: “Atom- und Quantenphysik”, Springer
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H. Haken, H. C. Wolf: "Molekiilphysik und Quantenchemie”, Springer
Albert Messiah: "Quantenmechanik 1 & 2“, de Gruyter

Albert Messiah: "Quantum Mechanics®, Dover Publications

Ich danke allen, die durch Anregungen, Diskussionen oder sonstige Beitrédge zum
Entstehen dieses Skriptes beigetragen haben und hoffe, dass das Skript zusammen
mit der Vorlesung und den dazugehtrenden Ubungen dazu beitragen wird, den
nicht immer ganz einfachen Stoff der Quantenmechanik und der Quantenchemie
im Studium Nanotechnologie erfolgreich zu vermitteln.

Erlangen, 2009 A. Gorling
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1 Klassische Mechanik

Die "klassische Mechanik", die in ihren Anféngen auf GALILEI und NEWTON zu-
riickgeht, beschreibt die Bewegung von Massenpunkten unter dem Einfluss von
Kréften.

In der einfachsten Form lautet die Newtonsche Bewegungsgleichung

mi(t) = K(z)|. (1.1)
Dabei ist
. d*
B=— (1.2)
K(z) = —d‘gff) (1.3)

und x(t) ist die Position bzw. der Ort des Massenpunktes als Funktion der Zeit ¢
in einer Dimension, &(t) die Ableitung des Ortes nach der Zeit, d.h. die Geschwin-
digkeit, Z(t) die zweite Ableitung des Ortes nach der Zeit, d.h. die Beschleunigung.
K (z) ist die auf den Massenpunkt wirkende Kraft als Funktion des Ortes und m
die Masse des betrachteten Massepunktes.

Fiir konservative Systeme, und nur solche werden wir im folgenden betrachten, ist
die Kraft K(x) das Negative der Ableitung eines Potentials V' (x) nach dem Ort,
siche Gleichung (1.3).

Gleichung (1.1) ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung. Durch Losung dieser
Differentialgleichung kann man x(t) berechnen, wenn zu einer Anfangszeit, z.B.
t =0, der Ort z(0) und die Geschwindigkeit #(0) gegeben sind. Damit ist, zumin-
dest im Prinzip, die Bewegung des Systems zu allen Zeiten bestimmt.

Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist ausreichend, um die Bewegung von Mas-
senpunkten zu beschreiben, die iiber Krafte miteinander wechselwirken. Daneben
gibt es alternative Formulierungen der klassischen Mechanik, z.B. den LAGRANGE-
Formalismus und den HAMILTON-Formalismus.

Als Beispiel fiir eine Anwendung der klassischen Mechanik betrachten wir die Be-
wegung eines Gewichtes an einer Feder wie in Abbildung 1.1 gezeigt.

Dabei machen wir die Vereinfachung, dass wir sowohl Schwerkraft wie Reibung
vernachléssigen. Geméfs dem Hookeschen Gesetz ist die Riickstellkraft der Feder
K (x) proportional zur Auslenkung des Gewichtes aus der Ruhelage

K(z) = —kux. (1.4)

Dabei steht k fiir die Kraftkonstante der Feder. Das Potential V(x), das die Riick-
stellkraft K'(z) liefert, ist

V(z) = g:pz. (1.5)
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Xy

Abb. I.1: Federpendel

Die Newtonsche Bewegungsgleichung ist

mi(t) = —kx(t), (1.6)
bzw.
Z(t) = —%x(t), (1.7)

wobei m hier fiir die Masse des Gewichtes steht. Die Newtonsche Bewegungsglei-
chung hat die Losung

x(t) = Asin(wt + 9), (1.8)
die eine harmonische Schwingung der Frequenz
k
=/ = 1.9
w=1/=, (19)

der Amplitude A und der Phasenverschiebung ¢ beschreibt, siche Abbildung I.2.
Amplitude und Phasenverschiebung sind Parameter, die durch die Anfangsbedin-
gungen zu einem gegebenen Zeitpunkt t, d.h. durch x(ty) und #(ty), festgelegt
werden.

Die Hamiltonsche Formulierung der klassischen Mechanik ist fiir uns von
Interesse, weil die sogenannte Hamiltonfunktion fiir den Ubergang von der klassi-
schen Mechanik zur Quantenmechanik eine wichtige Rolle spielt. Wir wollen die
Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik kurz diskutieren.

Betrachten wir wieder den einfachsten Fall eines Massenpunktes, der sich langs
der z-Achse in einem Potential V' (z) bewegt. Die Energie dieses Systems ist die
Summe der kinetischen Energie

Eiin = = mv® = —mi(t)" = —p (1.10)
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%)

A

Abb. 1.2: Sinuskurve mit Phasenveschiebung § und Amplitude A

und der potentiellen Energie
Epot = V(). (1.11)
Dabei haben wir den Impuls
p=mv=mi (1.12)
und die Geschwindigkeit
V=21 (1.13)
verwendet.

Die Gesamtenergie als Funktion des Ortes x und des Impulses p nennen wir die
Hamiltonfunktion

2

H(z,p) = L + V()| (1.14)

2m

Da Ort und Impuls Funktionen x(¢) und p(t) der Zeit sind, ist auch die Hamilton-
funktion letztlich eine Funktion der Zeit

=B v @) (1.15)

In abgeschlossenen Systemen héngt H (t) nicht explizit von der Zeit ¢ ab, sondern
nur tiber z(¢) und p(¢). In diesen Fillen, und nur solche betrachten wir, gilt der
Energieerhaltungssatz, welcher besagt, dass

dH

— =0 1.1
& =0 (1.16)

Es ist

dH OH 0H
ey Py 1.1
dt 8pp+ &Ux (1.17)
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mit

OH p

- _ £ 1.1

o m v=1a (1.18)
und

o0H dV ,

et 1.1

5 = da (z) (1.19)
und mit

dp
) = —. 1.20
p=— (1.20)

Generell sollen im folgenden Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt und
Ableitungen nach dem Ort mit einem Strich bezeichnet werden.

Setzen wir (1.18) und (1.19) in (1.16) ein, so ergibt sich

0= dd—il =ap + V'(z)x (1.21)
=(p +V'(2)) .

Gleichung (1.21) ist fiir alle ¢ erfiillt, wenn

p+V'(x)=0, (1.22)
woraus

mi +V'(z) =0 (1.23)
und letztlich

mi=-V'(z)=K(z) (1.24)

folgt. Wir haben also aus dem Energieerhaltungssatz die Newtonsche Bewegungs-
gleichung erhalten. Die Ableitung der Energie nach der Zeit, dd—i[, ist durch Glei-
chung (1.21) gegeben. Setzen wir die Newtonsche Bewegungsgleichung (1.24) bzw.
die iiber Gleichung (1.23) folgenden Gleichung (1.22) in Gleichung (1.21) ein, so
folgt % = 0. Damit haben wir aus der Newtonschen Bewegungsgleichung den
Energieerhaltungssatz fiir Systeme abgeleitet, deren Energie eine durch die Hamil-
tonfunktion (1.15) gegebene Form hat, d.h. fiir Systeme, deren Hamiltonfunktion
nicht explizit von der Zeit abhédngt. Dabei haben wir die Definition des Impulses

verwendet, die

d d
od o d. 19
p=—mi =m-d=mi (1.25)

liefert.
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Die Gleichungen

oOH
P— 1.2
=5 (1.26
und
oH
L= 1.2
p=5 (1.27)

heiken die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen. Sie sind dquivalent zur New-
tonschen Bewegungsgleichung. Die Hamiltonfunktion H(x,p) charakterisiert das
Problem vollstandig.

Um die Aquivalenz der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen mit der Newton-
schen Bewegungsgleichung zu zeigen, leiten wir zunéchst erstere aus letzterer, der
Definition des Impulses und der Hamiltonfunktion her und dann letztere aus ers-
teren und der Definition von Impuls und Hamiltonfunktion.

Die erste Hamiltonsche Bewegungsgleichung (1.26) ist identisch zu Gleichung (1.18),
die durch einfaches Ableiten der Hamiltonfunktion und Einsetzen der Definition
(1.12) des Impulses folgt. Die Newtonsche Gleichung liefert zusammen mit der
Definition des Impulses die zweite Hamiltonsche Bewegungsgleichung:

dv
p=K =2 p=——
v (1.28)

oOH
= =V = =

.. 1.25
mi=K =

Umgekehrt folgt aus der zweiten Hamiltonschen Gleichung (1.27) zusammen mit
der Definition des Impulses die Newtonsche Gleichung (1.1)

OH 119
e

. od 1.24
p ozr

p=-V'" B p=K@) =2 mi=K(). (1.29)

Die klassische Mechanik spielt in der modernen theoretischen Chemie neben der
Quantenmechanik eine wichtige Rolle. Sie ist die Basis der sogenannten Moleku-
lardynamik. Darunter versteht man die Beschreibung der Bewegung der Atome in
Molekiilen, Polymeren, Fliissigkeiten und Festkorpern in dem Potential, welches
durch die Atomkerne und Elektronen bestimmt wird. In erster Ndherung konnen
die (relativ) schweren Atomkerne klassisch behandelt werden, wéhrend die Bewe-
gung der viel leichteren Elektronen durch die Quantenmechanik beschrieben wird.
Diese Ndherung ist aber nur giiltig, wenn die Elektronenkonfiguration mit der Zeit
nahezu unverandert bleibt.
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2 Das Bohrsche Atom—Modell und die Grenzen
der klassischen Mechanik und Elektrodynamik

Um die Jahrhundertwende 1900 gab es eine Reihe von Beobachtungen, die mit der
klassischen Mechanik und klassischen Elektrodynamik nicht kompatibel waren.

Dazu gehorten unerwartete Eigenschaften von Strahlung (Hohlraum-Strahlung
und Plancksches Gesetz, COMPTON-Effekt, photoelektrischer Effekt), von denen
wir hier aus Zeitgriinden nur zwei kurz ansprechen kénnen. Aber auch die Mate-
rie hatte unerklérliche Eigenschaften, insbesondere die Atome. Essentiell fiir die
weitere Entwicklung waren die Streuversuche von RUTHERFORD (a—Teilchen an
Atomen) und die Atomspektren.

2.1 Plancksches Gesetz und photoelektrischer Effekt

Wir betrachten das Strahlungsfeld in einem sogenannten schwarzen Korper, die
Hohlraumstrahlung.

Abb. 1.3: Hohlraumstrahler

Die Winde des Hohlraums emittieren und absorbieren elektromagnetische Strah-
lung. Fiir jede Temperatur stellt sich ein Gleichgewicht zwischen Emission und
Absorption und damit ein entsprechendes Strahlungsfeld im Innern des Hohlraums
ein. Der Hohlraum ist idealerweise geschlossen, die kleine Offnung in Abb. 1.3 dient
zur Messung der Strahlung. Die Wellenldngen- bzw. Frequenzverteilung des Strah-
lungsfeldes ist temperaturabhéngig, siche Abb. I.4 und Abb. I.5. Diese Temperatu-
rabhéngigkeit zeigt sich zum Beispiel daran, dass Korper beim Erhitzen anfangen
zu glithen.
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Abb. 1.4: Intensitidt bzw Energiedichte g als Funktion der Wellenlénge A fiir drei Tempe-
raturen 77 < 15 < 13

A

Energiedichte

y

Frequenz v

Abb. L.5: Intensitdt bzw Energiedichte p als Funktion der Frequenz v fiir drei Tempera-
turen 71 < Ty < Tj

Die Energiedichte p(v) gibt die Energie des Strahlungsfeldes pro Frequenz an, wo-

bei
dU = o(v)dv (2.1)

gilt. Dabei ist dU die Energie des Strahlungsfeldes zu dem Frequenzintervall dv
bei der Frequenz v. Zwischen der Wellenldnge A\ und der Frequenz v besteht die
Beziehung

Av=c  bzw. A=—, (2.2)
v

wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit darstellt. Damit gilt

A\ = ——dv (2.3)
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bzw.
c
dv = —ﬁd)\ (2.4)
und die Energie des dU des Strahlungsfeldes pro Wellenldngenintervall d\ ist geméf

dU = 5(\)dA (2.5)

und die Energiedichte

C C

i =—-¢(5) () (2.6)

gegeben. Aus der klassischen Elektrodynamik folgt fiir o(r) das RAYLEIGH-JEANS—
Gesetz, das in den Wéanden des Hohlraums Oszillatoren mit kontinuierlicher Ener-

gieverteilung annimmt:

o(v) ~ T (2.7)
Das RAYLEIGH-JEANS-Gesetz beschreibt die Energiedichte fiir niedrige Frequen-
zen korrekt, fithrt aber fiir v — oo félschlicher Weise zu einer unendlichen Ener-

giedichte ("Ultaviolett-Katastrophe"). Das Maximum der Energiedichte ist durch
das Wiensche Verschiebungsgesetz gegeben:

Amazl = const (2.8)
mit
c
Moz = 2.9
Vma:v ( )
folgt
T ~ Upas- (2.10)

Eine korrekte Beschreibung der Energiedichte der Hohlraumstrahlung wird durch
das Plancksche Gesetz gegeben, das von Oszillatoren mit gequantelter Energiever-
teilung hr ausgeht und erstmals eine Quantisierung in die Physik einfiihrt

hv
8rhy® e &7

2.11

o) = "5~ (211)
mit dem Planckschen Wirkungsquantum

h = 6.626 - 107 Js. (2.12)

Die Einheiten sind: Joule (J) fiir die Energie und Sekunden (s) fiir die Zeit. Setzt
man in das Plancksche Gesetz die Potenzreihe der Exponentialfunktion

2 1’3

T
=1 —++. 2.13
e tot o+t (2.13)



I 2. DAS BOHRSCHE ATOM-MODELL 16

ein, so ergibt sich fiir v — 0 das RAYLEIGH-JEANS—Gesetz

(v) = Srhy? ( — ,’;—:’; + .. ) (2.14)
T T Ay e AT '
KT — 2k2TZ T vt
hv
B 8thi3 (1 — o+ ) (2.15)
- h K2y :
S )
firv —0
Sthi? 1 ST2kT
o) 2 —— 7y = (2.16)
¢ () ¢

Beim photoelektrischen Effekt, sieche Abbildung 1.6, wird die Emission von Elek-
tronen einer Metalloberflache bei Bestrahlung mit Licht betrachtet: die Geschwin-
digkeit v der emittierten Elektronen gehorcht der Gleichung

1
émv2 = hv — ®. (2.17)

Dabei steht m fiir die Masse der Elektronen, v fiir die Frequenz des eingestrahlten

Licjzlltqu i
7

Abb. 1.6: Photoelektrischer Effekt

Lichts und @ stellt eine materialabhéngige Konstante, die Austrittsarbeit, dar. Die
Anzahl der emittierten Elektronen ist dabei der Intensitdt der eingestrahlenten
Lichts proportional, aber unabhéngig von der Frequenz des Lichtes. Fiir Licht mit
einer geringeren Frequenz als % werden keine Elektronen emittiert. Der Photoeffekt
wurde von Einstein in nichtklassischer Weise erklart: die Strahlung besteht aus
Photonen mit Energie hv. Liegt die Energie eines Photons iiber der Austrittsarbeit
(Bindungsenergie) eines Elektrons, so kann ein Elektron mit dieser Energie das
Metall verlassen. Die iiber der Austrittsarbeit liegende Energie des Photons wird
auf das Elektron im Form von kinetischer Energie tibertragen.

Das erste einigermafien richtige Modell eines Atoms stammt von RUTHERFORD
(1911). Durch Streuung von a-Teilchen fand er, dass das Atom aus einem punkt-
formigen positiv geladenen Kern und einer negativ geladenen, vergleichsweise aus-
gedehnten (d ~ 1A= 1071 m) Hiille besteht. In Rutherfords Modell besteht die
Hiille aus Z (leichten) Elektronen, die um den (schweren) Kern der Ladung Ze
kreisen, in Analogie zu einem Planetensystem, nur dass hier statt der Gravitation
die CoOuLOMB—Wechselwirkung wirkt.

Ein gravierendes Problem bei diesem Modell besteht darin, die Stabilitdt von
Atomen zu erklaren. Das isolierte Mikroplanetensystem wére zwar mechanisch,
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nicht aber elektromagnetisch stabil, da beschleunigte Ladungen strahlen und damit
Energie abgeben (Beispiel: Synchrotron). Die Elektronen wiirden solange Energie
abstrahlen, bis sie in den Kern stiirzen. Eine Abschétzung ergibt eine Lebensdauer
von 107'2 Sekunden.

Ein weiteres Problem ist die Stabilitdt vom Atomen bei Stofsen untereinander
(Wérmebewegung). Im Rahmen der klassischen Mechanik und Elektrodynamik
ist dies nicht zu erkldren. So forderte BOHR 1913: "Man muss die Gesetze der
Mechanik &ndern!"

Ein wesentlicher Schritt zur Losung dieses Problems und zur Einfiihrung der spé-
teren Quantenmechanik wurde von BOHR (1913) getan. BOHR stellte folgende
Postulate auf:

1. Ein Elektron in einem Atom bewegt sich unter dem Einfluss der COULOMB-—
Wechselwirkung in einer Kreisbahn um den Kern. Es folgt dabei den Gesetzen
der klassischen Mechanik.

2. Im Gegensatz zu den unendlich vielen Bahnen, die in der klassischen Me-
chanik moglich waren, kann sich das Elektron nur in Bahnen bewegen, fiir
die der Drehimpuls L ein ganzzahligen Vielfaches von h = % ist. h ist das
Plancksche Wirkungsquantum (h = 6.626 - 1073 Js).

3. In solchen erlaubten Bahnen strahlt das Elektron nicht, obwohl es eine be-
schleunigte Ladung darstellt. Die totale Energie des Atoms ist damit kon-
stant, das Elektron besetzt sogenannte stationdre Bahnen.

4. Elektromagnetische Strahlung wird emittiert, wenn ein Elektron von einer
erlaubten Bahn mit Energie F; zu einer anderen erlaubten Bahn mit Energie
E; wechselt. Die Frequenz v der emittierten Strahlung ist geben durch

hv = E; — E. (2.18)

Diese Postulate definieren das Bohrsche Atommodell. Man beachte, dass die
Postulate 2 bis 4 in krassem Gegensatz zu den damals bekannten Gesetzen der Phy-
sik stehen. Dennoch wird teilweise von den klassischen Gesetzen gebrauch gemacht
(CouLoMB—-Wechselwirkung, Zentrifugalkraft). Die Beschrankung des Drehimpul-
ses (oder anderer Grofen) auf ganzzahlige Vielfache einer Konstanten heifit Quan-
tisierung. Im Bohrschen Atommodell wird der Drehimpuls quantisiert. PLANCK
und EINSTEIN hatten schon die Energie der elektromagnetischen Strahlung quan-
tisiert. Die Berechtigung der Bohrschen Postulate lag zunéchst nur in ihrem Erfolg,
d.h. der Erklarung von Experimenten.

Wir betrachten ein Einelektronenatom (H, He™, etc.) bestehend aus einem Atom-
kern der Ladung Ze plus einem Elektron in einer Kreisbahn um den Kern. Wir
betrachten den Kern als unendlich schwer, was eine gute Néaherung selbst fiir Was-
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serstoff darstellt. Der Kern ist damit im Raum fixiert, das Elektron kreist um den
Kern.

Die Gleichgewichtsbedingung, dass Coulomb-Kraft gleich Zentrifugalkraft ist, lau-
tet

L 2o _mvz 2.19
47'('60 r2 a r ( : )
—_——

Coulomb-Kraft Zentrifugal-Kraft

Dabei stellt ¢y die Influenzkonstante oder Vakuumpermitivitat mit dem Wert
8.85 - 1075 bzw. 8.85 - 10*1253—;1 dar. Die Einheiten sind: Coulomb (C) fiir die
elektrische Ladung, Volt (V) fiir die elektrische Spannung, Meter (m) fiir den Ab-
stand und Joule (J) fiir die Energie. Die linke Seite von Gleichung (2.19) stellt
das Coulombsche Gesetz dar, nach dem die Kraft zwischen zwei Ladungen ()1 und
Q> durch ﬁ% gegeben ist. Hierbei stofen sich gleichnamige Ladungen ab,
ungleichnamige Ladungen ziehen sich an.

Um die Zentrifugalkraft und den Drehimpuls eines kreisenden Elektrons zu ermit-

teln, wihlen wir ein Koordinatensystem so, dass das Elektron, wie in Abb. 1.7, in
der xy-Ebene kreist.

Ay

=Y

Abb. I.7: Koordinaten fiir ein kreisendes Elektron
Kreist das Elektron mit gleichféormiger Geschwindigkeit, so ist der Winkel ¢ durch
© = wt (2.20)

gegeben. Hierbei stellt w die Winkelgeschwindigkeit, gemessen im Bogenmaf, dar.
Fiir den Koordinatenvekor 7 des Elektrons gilt:

x(t) 7 cos(wt)
= |y(t)| = | rsin(wt) (2.21)
0 0

mit dem Radius r der Kreisbahn. Es gilt 7] = r.



I 2. DAS BOHRSCHE ATOM-MODELL 19

Der Geschwindigkeitsvektor ¢ des Elektrons ist

. x(t) —rw sin(wt)
v=r= |yt | = rwcos(wt) (2.22)
0 0
mit
U] = v =rw, (2.23)

o Z(t) —rw? cos(wt)
a=v=7=[4(t)] = | —rw?sin(wt) (2.24)
0 0
mit
@] = a = rw?. (2.25)

F=ma (2.26)

bzw. |F|=F =ma=mrw? = = : (2.27)

Dabei haben wir die auf das Elektron wirkende Kraft mit F bezeichnet, m steht
fiir die Masse des Elektrons. Der zugehorige Drehimpuls ist

7 cos(wt) —rw sin(wt)
L=7xp=m/| rsin(wt) | x | rwcos(wt)
0 0
0
=mr’w | 0
! (2.28)
0 .
=muvr [0
1
0
=pr|0
1

Dabei steht p'= m fiir den Impuls des Elektrons mit Betrag mv. Der Betrag des
Drehimpulses ist

‘I_:‘ = L = muvr = pr. (2.29)
Die Quantisierungsbedingung lautet (Postulat 2):

movr =nh, n=1,2,3... (2.30)
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Wir bestimmen daraus v

_ 2.31
v= (2.31)

und setzen dieses in Gleichung (2.19) ein

1 Ze? mn?h?

Amey 12 ~ Tm2es (2.32)
1 n?h?

—— Ze* = : 2.33

4meq ¢ mr ( )

Die sich mit Gleichung (2.33) ergebenden Radien definieren damit erlaubte Bahnen.

n2h?

mase

r, = 4meg

Fir n = 1 erhalten wir
r=053A=53x10""m. (1 Angstrém [A] = 107°m)

Dies ist der sogenannte Bohrsche Radius, der die Léngeneinheit in atomaren
Einheiten darstellt.

Die Geschwindigkeit ist

nh 1 mZe?
U T Amey m2h2 (2.35)
1 Ze?
= - . 2.36
Y 4meg nh ( )

Wir kénnen nun die Energie in den erlaubten Bahnen ausrechnen. Die potentielle
Energie im Coulombfeld ist
1 Ze? mZ%t 1

Voo _ - 2.37
Admeg Ty (4meg)2h? n? (237)

Die kinetische Energie ergibt sich mit Gleichung (2.19) zu

1 1 mZ%* 1 1
T=-m?=- "2° " _ "y 2.38
2 M T Y Wne )2~ 2 (2.38)

Damit ist die Gesamtenergie

1 1 Zé?
E=T+V =2V = — b 2.39
+ 2 47‘(’60 2Tn ( )
mZ%t 1 5 1
n = = 2012 2 e gy T ’
By =~ regging = ReZls  n=123 (2.40)
1 Ze?
B=—— 2% (2.41)

dmey 21y,
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Die Energie ist also quantisiert, und die Energieniveaus sind ~ —.
n

Die Quantisierung erklirt die Stabilitédt der Atome. Da die Energie von Stoken
normalerweise klein ist gegen die AFE,,, sind keine Uberginge moglich. In Abb. 1.8
ist das Energie-Schema fiir ein Wasserstoffatom gezeigt.

Wir kénnen nun die Ubergangsenergien bestimmen. Sie sind gegeben durch Dif-
ferenzen zwischen Energieniveaus, ndmlich der Energie F; des Anfangszustands
("initial state") und der Energie E; des Endzustands ("final state").

hy = Ez — Ef
1 mZ3e
 (4mep)?  2h2

1
n n?] (2.42)

wobei R, die RYDBERG—Konstante (Dimension Energie) darstellt:

1 me?

(47ep)” 2R [ (2.43)

(e.o]

Das Spektrum des Wasserstoff-Atoms wurde experimentell bereits frither vermes-
sen. Es lésst sich klassifizieren in Serien (Liniengruppen), die LYMAN, BALMER,
PASCHEN usw. genannt wurden. Die Energien ergeben sich aus Gleichung (2.42),
wenn man ny festlegt:

ng =1 : LYMAN-Serie
ng = 2 : BALMER-Serie
ny = 3 : PASCHEN-Serie.

Abb. 1.9 zeigt die Ubergéinge und das resultierende Linienspektrum. Die Formel
(2.42) erwies sich als aufserordentlich genau, da die relativ kleinen Korrekturen
von der endlichen Masse des Atomkerns kommen und man lediglich eine effektive
Masse einfiihren musste.

Darauf beruhte der grofse Erfolg des Bohrschen Atom—Modells. Allerdings konnte
das Modell die Spektren komplizierterer Atome (z.B. neutrales He) nicht erkléren.
Dies gelang erst nach Schrédingers und Heisenbergs Entwicklung der "richtigen"
Quantenmechanik zusammen mit Paulis Ausschliefungsprinzip.

Das Bohrsche Modell und seine Erweiterungen insbesondere durch SOMMERFELD
auf elliptische Bahnen wurden als die "alte Quantentheorie" bekannt. Diese konnte
bestimmte Erscheinungen exakt wiedergeben, andere iiberhaupt nicht. Heute hat
die alte Quantentheorie nur noch historische Bedeutung.
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n
0 oo
-1.36 x 10" joule 4
=-=085¢eV
—2.41 x10™" joule 3
= =151 eV
-5.42 x 107" joule 2
= =339 eV
-21.7 x107* joule 1
=-136¢€V
Abb. 1.8: Energieniveau—Schema des Wasserstoffatoms
n Ig (eV)
4 1 I I T _085
3— : yWyy ¥ 5
!
1 i
2 s Y -339
|
|
]
i
1
I
1
|
I
|
I
i
|
I
I
]
|
|
1 Lyman Paschen -136
fi T T T T U 1 1 1 0
1000 1300 2000 3000 5000 10,000 20,000 X (A)
| I 1
3000 2400 17'00 1000 500 200 v (1012 Hz)

Abb. 1.9: Energieniveau-Schema und radiative Ubergéinge im Wasserstoffatom
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In der Atomphysik und der theoretischen Chemie werden verschiedene Einheiten
fiir die Energie verwendet. Die sogenannte atomare Einheit, a.u., die auch als
Hartree bezeichnet wird, ist

4

me
la.u. = 1Hartree = ———5—
(4meg)” h?

=4.360-107"% ] (Joule, SI-Einheit)

=20R (Rydberg)

=27.21 eV (Elektronenvolt)
kecal

= 627.2 — (Kilokalorien pro Mol)
mol

R kJ -

= 2626 — (Kilojoule pro Mol)

mol

= 219500 cm ™! (Wellenzahlen)
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3 Materie—Wellen

Aus dem ComMpPTON-Effekt (Rontgenlichtstreuung an Elektronen, COMPTON 1923),
dem photoelektrischen Effekt (EINSTEIN 1905) und indirekt aus der Planckschen

Strahlungsformel (PLANCK 1900) folgt, dass Strahlung Teilcheneigenschaften be-

sitzt. Das Lichtteilchen ist das Photon. LOUIS DE BROGLIE postulierte 1924 die

Existenz von Materie—Wellen, d.h. dass analog zum Photon auch die Bewegung

von Materieteilchen (Elektronen, Atome, etc.) durch die Fortpflanzung von Wellen

beschrieben werden kann.

Wir betrachten zunéchst kurz ganz allgemein die mathematische Beschreibung von
Wellen. Eine eindimensionale Welle der Wellenldnge A wird durch den Ausdruck

sin(kx — wt) = sin [k: (x — %t)] (3.1)
beschrieben. Dabei ist
2T
k=— 3.2
- (32)

der Wellenvektor, bzw. im Eindimensionalen die Wellenzahl. Die Kreisfrequenz w
ist
w=—= (3.3)

d.h. das Inverse der Schwingungsdauer 7" multipliziert mit 27. Die Kreisfrequenz
w steht zur Frequenz v in der Beziehung

w =27y, (3.4)
da per Definition
1
= = 3.5
v=7 (35)

gilt. In Abbildung I1.10 ist die Funktion sin(kz —wt) fiir eine feste Zeit ¢ dargestellt
Die in Abbildung .10 dargestellte Welle bewegt sich mit der Phasengeschwindig-

A sin(kx - o1)

VARVARN

Abb. 1.10: Eindimensionale Welle sin (kx — wt)
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keit 5
w v
ko2n/n (36)

nach rechts fort.

Zweidimensionale Wellen werden durch den Ausdruck

sin [(kyx + kyy) — wt] = sin [lg ST = wt} (3.7)

P (Zy) (3.8)

der Wellenvektor. In diesem Fall ist die Wellenldnge durch

beschrieben. Dabei ist

o 2
A= =28 (3.9)

gegeben. Abbildung I.11 zeigt Wellenfronten einer zweidimensionalen Welle, d.h.
beispielsweise Linien bei denen der Ausdruck sin [/; ST = wt] fiir festes ¢t den Wert
1 hat. Nach DE BROGLIE sollen fiir Licht und fiir Materie die fundamentalen

-

-~ [k
Wellenvektork = {kxj

y

/),

\/

Abb. I.11: Zweidimensionale Welle sin [E = wt]

Beziehungen

|E = hv = hw] (3.10)
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und

p=x (3.11)

gelten. Gleichung (3.10) ist die Einsteinsche Formel, die dem Licht der Frequenz
v die Energie E des Photons zuordnet. Gleichung (3.11) setzt den Impuls des
Photons in Beziehung zur Wellenlénge A der Strahlung.

Multiplizieren wir Gleichung (3.2) bzw. (3.9) mit i = J- ergibt sich

2mh  h
hk = — = —. 3.12
=3 (3.12)

Der Vergleich mit Gleichung (3.12) liefert

hk = p. (3.13)

Angewandt auf Materie, ergibt sich aus Gleichung (3.11) fiir Materieteilchen die
sogenannte DE BROGLIE-Wellenldnge

h

A= (3.14)

Die DE BROGLIE-Wellenlénge ist also umso kiirzer, je grofser die Masse und Ge-
schwindigkeit des Teilchens ist.

Zwei Beispiele:

1. Ein Fufball (Masse = 1kg) mit der Geschwindigkeit v = 10m/s hat eine DE
BROGLIE-Wellenlénge:

A=6.6x10"PA (1A=10""m ~ Atomdurchmesser des Wasserstoffs)

2. Ein Elektron mit der kinetischen Energie 100 €V hat eine DE BROGLIE-

Wellenlange:
A=124

Fiir makroskopische Koérper ist A also extrem klein und unmessbar. Fiir mittelener-
getische Elektronen ist A dagegen in der Grofenordnung von Atomdurchmessern
und Gitterkonstanten.

ELASSER (1926) hatte als Erster die Idee, dass man die Materiewellen durch Beu-
gung an Kristallen beobachten kénnte, analog zur Beugung von Rontgen—Strahlen.
Diese Vermutung wurde durch Experimente von DAVISON, GERMER und THOMAS
(1927) bei der Beugung von Elektronenstrahlen geeigneter Energie an Kristallen
glinzend bestétigt. Abbildung 1.12 zeigt im direkten Vergleich die Beugungsbil-
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Photographic
plate

Incident beam

of x rays
or electrons

Crystalline
film

Abb. 1.12: DEBYE-SCHERRER-Beugungsexperiment von Rontgenstrahlen (links) und
Elektronen (rechts).

der von Rontgenstrahlen und Elektronen an Kristall-Pulver (sogenannte DEBYE—
SCHERRER-Methode).

Abbildung 1.13 zeigt RONTGEN—und Neutronen—Streuung an einem Nal-Einkristall.
Die Wellennatur bei der Ausbreitung im Raum gilt fiir alle Materieteilchen, nicht
nur fiir Elektronen. In jiingster Zeit wurde sie z.B. fiir Cg4o—Molekiile nachgewiesen
(ZEILINGER, Wien).

Das Konzept der Materiewellen erlaubt eine einfache Interpretation der urspriing-
lich mysteriosen Bohrschen Quantisierungsbedingung im Atom:

L = nh. (3.15)
Fiir ein Elektron auf einer Kreisbahn ist
L =mur =pr (3.16)
und mit der Quantisierungsbedingung aus Gleichung (3.15) ergibt sich
pr = nh. (3.17)

Mit de Broglies Beziehung
h
= = 3.18
p= (3.18)
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Abb. 1.13: Oben: Beugung von Rontgenstrahlen an einem Nal Einkristall.
Unten: Beugung von Neutronen an einem NaCl Einkristall.
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und A = % bzw. h = 27wh fuhrt dies zu

hr  2xwhr
2
% =n (3.20)

[2mr = A} (3.:21)

D.h. der Kreisumfang einer erlaubten Bahn muss ein ganzzahliges Vielfaches der
Wellenlinge sein, wie in Abbildung I.14 illustiert. Das ist die Bedingung fiir die
Ausbildung von stehenden Wellen. Wenn 27r # n\, interferieren die Wellen, so
dass die mittlere Amplitude null wird. Wir sehen also, dass das Konzept von der
Wellennatur der Materie automatisch zur Quantisierung des Drehimpulses fiihrt.
Die historische Entwicklung der Quantenmechanik aus der klassischen Mechanik

Abb. 1.14: Schematische Darstellung einer stehenden Welle auf einem Kreis.

ist sehr interessant, kann aus Zeitgriinden hier aber nicht behandelt werden. Die
Quantenmechanik hat zu einer tiefgreifenden Revolution des physikalischen Welt-
bildes gefiihrt mit wichtigen naturphilosophischen Konsequenzen (Stichwort: De-
terminismus). Diese Aspekte konnen hier ebenfalls nicht diskutiert werden. Inter-
essenten sei empfohlen:

M. JAMMER, The Conceptual Development of Quantum Mechanics,
McGraw—Hill, USA, 1966

M. JAMMER, Philosophy of Quantum Mechanics,
Wiley, New York, 1975.

Wir werden hier, wie in den meisten Lehrbiichern der Theoretischen Chemie, einen
pragmatischen Zugang wihlen. Die Quantenmechanik wird durch einige wenige
Postulate eingefiihrt, die nicht weiter begriindet werden. Wie die Theorie funktio-
niert, sehen wir dann anschliefsend bei der Anwendung auf einfachste atomare und
molekulare Systeme.
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4 Das Stern-Gerlach-Experiment

Nimmt man Elektronen, die iiblicherweise als geladene punktférmige Elementar-
teilchen beschrieben werden, als geladene Teilchen endlicher Ausdehnung an, so
entsteht ein Zusammenhang zwischen dem magnetischen Moment eines Elektrons
und seiner Rotation um sich selbst (Spin). Als stark vereinfachtes Modell konnte
zum Beispiel eine Kugel mit homogener Ladungsverteilung angenommen werden.
Die Rotation eines solchen Gebildes ist gleichbedeutend mit der Bewegung elek-
trischer Ladungen auf Kreisbahnen. Nach der klassichen Elektrodynamik wiirde
dies ein Magnetfeld hervorrufen. Die Drehung, d.h. der Spin eines so beschriebenen
Elektrons bedingt damit also ein magnetisches Moment.

Abb. 1.15: Das Elektron als geladene Kugel. Die Drehung um den eigenen Schwerpunkt
(Spin) erzeugt ein magnetisches Moment.

Auch als punktformige Elementarteilchen betrachtete Elektronen besitzen einen
Spin und ein damit verbundenes magnetisches Moment, die sich allerdings einer
klassischen Erklarung entziehen.

In Atomen werden die Spins der im Atom enthaltenen Elektronen zu einem Ge-
samtspin kombiniert, der zu einem magnetischen Moment des Atoms fithrt. STERN
und GERLACH haben den Spin von Silberatomen experimentell bestimmt. Hier-
zu wurden Silberatome verdampft und der resultierende Strahl von Silberatomen
mithilfe eines Magnetfeldes abgelenkt. Im Folgenden sei die z-Achse durch die
Strahlrichtung gegeben. Das magnetische Feld sei senkrecht hierzu angelegt. Die
Wechselwirkungsenergie des Spins S mit dem angelegten Magnetfeld B ist propor-
tional zum Skalarprodukt:

E~-B-§ (4.1)

Der Einfachheit halber wéhlen wir das Magnetfeld parallel zur y- bzw. zur z-
Achse. Aufgrund des Skalarproduktes erhalten wir dann eine Strahlablenkung, die
proportional zur y- bzw. z-Komponente des Spins ist.

Der Strahl wurde schliefslich auf einen Bildschirm gerichtet. Die Haufigkeit der auf
eine Stelle des Bildschirms abgelenkten Silberatome wird so durch die Lichtinten-
sitdt auf dem Bildschirm erkennbar. Wiirde die Orientierung des Spins der Silbe-
ratome geméaf den Prinzipien der klassischen statistischen Mechanik eine kontinu-
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ierliche Verteilung aufweisen, so sollte die y-Komponente S, des Spins, die tiber die
Ablenkung des Strahls im Experiment gemessen wird, ein kontinuierliches Spek-
trum von Werten annehmen.

klassisch:

B
Ag Atome I I } ________________

",

y S, Messung —
’ Haufigkeit
X

Abb. 1.16: Stern-Gerlach Experiment zur Bestimmung der y-Komponente des Elektro-
nenspins: das klassisch erwartete Bild.

z

Tatséchlich liefert die Messung des Spins in y-Richtung aber nur zwei diskrete
Werte:

—— 50% 1 bzw. SY+

B
Ag Atome I I } .............

,
.

——— 50% $ bzw. S,

y S, Messung >
’ Haufigkeit
z X

Abb. 1.17: Stern-Gerlach Experiment zur Bestimmung der y-Komponente des Elektro-
nenspins: das tatsichliche Ergebnis.

D.h. die y-Komponente des Spins nimmt nur die Werte +ug bzw. —pug an, wobei
o eine Konstante ist. Durch Ausblenden des unteren Strahls kann nun ein Strahl
erhalten werden, der nur Silberatome mit .S, = + enthélt, d.h. ein Strahl, in dem
alle Silberatome die gleiche Spinausrichtung S, aufweisen. Dieser Strahl sei als S; -
Strahl bezeichnet. Tatséachlich liefert die erneute Messung der y-Komponente des
Spins ein konsistentes Ergebnis:
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S, (50%) S," (100%)
Ag Atome > >
—»| S, Messung S, Messung
e o
S, (50%)

Wird nun anstelle der zweiten Messung von S, eine Messung der z-Komponente S,
des Spins vollzogen, so ergibt sich wieder eine Aufteilung auf zwei diskrete Werte
S, = +pp und S, = —po mit gleicher Wahrscheinlichkeit.

S,* (50%) S, (50%)
Ag Atome > -
—— | S, Messung S, Messung
—_— B ——
S, (50%) S, (50%)
Durch Ausblenden des Strahls mit S, = —py kann nun analog ein S-Strahl gewon-

nen werden. Wird nun fiir diesen Strahl eine Messung von S, vollzogen, so erhalt
man bemerkenswerter Weise nicht den zuvor ausselektierten Wert Sy = +p, son-
dern wie in Abb. 1.18 die beiden Werte S, = +puo und S, = —p mit gleicher
Wahrscheinlichkeit.

S,* (50%) S,* (50%) S,* (50%)
Ag Atome > > -
—— | S, Messung S, Messung S, Messung
S, (50%) S, (50%) S, (50%)

Dieser Befund steht in mehrfacher Weise im Gegensatz zur klassischen Mechanik.
Anstelle eines kontinuierlichen Spektrums von Messwerten nimmt der Elektro-
nenspin nur zwei diskrete Werte an. Die verschiedenen Komponenten des Spins
kénnen zwar einzeln selektiert werden, lassen sich aber nicht gleichzeitig festlegen.
Tatsichlich zerstort die Messung von S, am S;f-Strahl die Information, dass alle
Silberatome die Spinkomponente S, = +po aufweisen. Genauer gesagt wird der
zundchst ausgewihlte Spinzustand der Silberatome durch die zweite Messung in
einen neuen Zustand gezwungen. Dieses Prinzip ist von fundamentaler Bedeutung
und spiegelt sich in den im Folgenden beschriebenen Postulaten der Quantenme-
chanik wider.
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5 Die Postulate der Quantenmechanik

Anders als in der klassischen Mechanik, wird ein quantenmechanisches System
nicht durch die Angabe der Orte und Geschwindigkeiten aller Teilchen beschrieben.
Ein quantenmechanisches System wird stattdessen durch eine Zustandsfunktion
(oder auch Wellenfunktion) beschrieben:

1. Postulat (Zustandsfunktion):

Ein quantenmechanisches System wird durch eine Funktion W beschrieben, die von
den Koordinaten aller Teilchen und der Zeit abhéngt. Fiir ein Teilchen ergibt sich

U(z,y,z,1).

U ist eindeutig und stetig. Die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen im Volumenele-
ment dx dydz an der Stelle x, y, z zu finden ist

W(z,y,2t) de dy dz = |U(x,y, z,t)[> de dy dz (5.1)

Erlauterungen:

(i) Verallgemeinerung auf Systeme mit vielen Teilchen ist offensichtlich:
U = VU (x1,y1, 21, T2, Y2, 22, - - -5 ). (5.2)

Mit dem Koordinatenvektor

Ty

2
des i-ten Teilchens konnen wir auch schreiben:

U = U7, Fy,. .., 1) (5.4)

(ii) ¥ ist im Allgemeinen eine komplexwertige Funktion. Die Zustands- bzw.
Wellenfunktionen W sind Elemente eines Vektorraums. Wir schreiben deshalb
auch |¥). Das entsprechende Skalarprodukt auf dem Vektorraum ist gegeben
durch

(®|U) = /d:c dy dz ®*(z,y,2) V(z,y, 2). (5.5)

Weiteres dazu spéter.
Im Unterschied zur Wellenfunktion V¥ ist die Funktion

W =|¥ =0T >0 (5.6)

reell und positiv definit. W ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. sie gibt
die Wahrscheinlichkeitsverteilung an, das Teilchen im Raum zu finden.
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(iii)

Die Integration von W {iber den Raum ergibt die Gesamtwahrscheinlichkeit,
die 1 sein muss:

QﬁﬂW@E/M/@/MW@%@:L (5.7)

Die Anforderung an Wellenfunktionen, dass sich die zugehorigen Wahrschein-
lichkeitsdichten zu 1 integrieren, nennt man die Forderung, dass Wellenfunk-
tionen normiert sein miissen.

Die Quantenmechanik liefert eine Wahrscheinlichkeitsbeschreibung, auch fiir
ein einzelnes Atom oder Molekiil. W = |¥|? reprisentiert eine Vielzahl von
Messungen an identischen Systemen. Jede Messung liefert einen bestimmen
Ort z,y, z. W beschreibt die Héufigkeitsverteilung. Der Ausgang einer ein-
zelnen Messung ist dagegen unbestimmt (Indeterminismus). Die Haufigkeits-
verteilung ist dagegen exakt durch die Gesetze der Quantenmechanik (s.u.)
gegeben. Eine genauere Beschreibung ist prinzipiell nicht moglich.

Die Funktion W(7,¢) lasst sich zur Beschreibung von Wellen nutzen, daher
der Name "Wellenfunktion". Ein Elektron ist auch in der Quantenmechanik
ein punktformiges Teilchen. Lediglich seine Aufenthaltswahrscheinlichkeit im
Raum ist ausgedehnt und hat Wellencharakter.

2. Postulat (Observablen):

Jeder messbaren Groke (Observable) F'ist ein Operator F zugeordnet. Man erhélt
F', indem man im klassischen Ausdruck F(z,p,,t) die Ersetzung

hd

i dx

Py — (5.8)

durchfithrt, wobei p, der zu x gehorige Impuls, der in der klassischen Mechanik
durch p, = ma gegeben ist, und h = % das in Gleichung (2.12) gegebene
Wirkungsquantum ist.

Erlauterungen:

(i)

Begriff des Operators (~ fiir Operatoren):
Ein Operator transformiert eine Funktion in eine andere Funktion

Af(z) = g(), (5.9)

d.h. ein Operator definiert eine Abbildung im Raum der Funktionen. Funk-
tionen f(x), die zu einer geeigneten Menge von Funktionen gehoren miissen,
werden auf die Funktionen g(z) = Af(x) abgebildet, die ebenfalls einer be-
stimmten Menge von Funktionen angehoren.

Siehe dazu die Analogie zu Funktionen y = f(z), die Abbildungen im Raum
der reellen oder komplexen Zahlen beschreiben. Beispiele:
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a)

V() = 2V (x) = 29(x) :

Die neue Funktion ¥(z) wird durch die Multiplikation der urspriinglichen
Funktion W(x) mit = erhalten. Den Operator z, der die Multiplikation mit
der Variable z bewirkt, nennt man einen multiplikativen Operator. Die Funk-
tionen ¥ und ¥ kénnten in diesem Fall beispielsweise beide der Menge aller

auf R definierten Funktionen angehoren.

_hd
T ddr
Der Operator p, ist ein Differentialoperator. Die Funktion ¥ konnte der
Menge der auf R stetig differenzierbaren Funktionen angehoren, U der Menge
der auf R stetigen Funktionen.

W)= LY 2 Py (5.10)

\i/(x) = p.V(2) ==

~2
Kinetische Energie T, = L
2m
- A 1 (hd h d h? >V h?
V() =T,¥V(z)=—-— | |-—— | ¥ (2) = ———— = —— 0"
(z) (z) 2m (z dx) (z da:) (z) 2m dz? 2m (z)

(5.11)
Auch der Operator T, ist ein Differentialoperator. In diesem Fall konnt die
Funktion ¥ der Menge der auf R zweimal stetig differenzierbaren Funktionen
angehoren und die Funktion ¥ wiirde wieder der Menge der auf R stetigen
Funktionen angehoren.

Bisher haben wir nur abstrakte mathematische Konzepte, ndmlich Zustandsfunkti-
on und Operatoren eingefiihrt. Der Zusammenhang mit der Realitét (Messungen)
wird durch das 3. und 4. Postulat hergestellt.

3. Postulat (Erwartungswert):

Der Mittelwert (Erwartungswert) einer physikalischen Observable F fiir ein System
im Zustand W ist

<F> - /daz. LU, ) B O(,. ), (5.12)

Erlauterungen:

(i)

Im Allgemeinen wird jede einzelne Messung einen bestimmten Wert fiir die
Messgrofse F' liefern, aber die Quantenmechanik macht dafiir keine eindeutige
Vorhersage fiir das Ergebnis einer individuellen Messung. Wie man sieht, ist
aber der Mittelwert der Messungen durch die Zustandsfunktion eindeutig
festgelegt.

(i) <F > als physikalische Messgrofte muss reell sein; wir werden darauf zuriick-

kommen.
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4.Postulat (Messwerte):

Jede einzelne Messung der Observable F' kann nur einen der Eigenwerte f; des

Operators F liefern, die durch A
Fo, = f,d, (5.13)

definiert sind. Die ®; sind die Eigenfunktionen von F'. Die Wahrscheinlichkeit, bei
einer Messung der Observablen F' an einem System im Zustand ¥ den Eigenwert
fi zu finden, ist gegeben durch

2

W, = '/dz dy dz F (z,y,2) U(z,y,2)| = [(D; | ©)[*. (5.14)

Erlauterungen:

(i) Auf die mathematische Definition von Eigenwerten und Eigenfunktionen von
Operatoren gehen wir spater noch ein.

(ii) Wie wir an Beispielen sehen werden, sind die Eigenwerte f; in der Regel
diskret. Die Messung kann also nur bestimmte diskrete Werte liefern: die
Messgrife F' ist quantisiert. Dies ist der Ursprung der Bezeichnung "Quan-
tenmechanik".

(iii) Postulat 3 und 4 hidngen zusammen und ergénzen sich. Postulat 4 legt fest,
welche Resultate bei einer Einzelmessung moglich sind. Postulat 3 macht
eine Aussage iiber den Mittelwert aller Messungen.

Mit dem Postulat 3 und 4 kénnen wir den Ausgang von physikalischen Mes-
sungen vorhersagen, wenn die Zustandsfunktion gegeben ist. Es fehlt noch
die Bestimmungsgleichung fiir W(z, ..., t). Diese wird durch das 5. Postulat
geliefert.

5. Postulat (Schrédingergleichung)

Die Zeitentwicklung der Zustandsfunktion ist durch die Differentialgleichung

or
h—=H WV 1
ih 5 (5.15)

bestimmt. Dabei ist

H=T+V (5.16)

der Hamiltonoperator (Operator der Energie) des Systems.

Erlauterungen:

(i) Da der Hamiltonoperator H=—Z9 1  Ableitungen nach Ortskoordina-

2m Ox?2

ten enthalt, ist die Schrodingergleichung eine partielle Differentialgleichung
von erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung in den Ortsvariablen.
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(ii) Fiir ein isoliertes quantenmechanisches System ist die Energie und damit
H zeitunabhingig. Wenn ein quantenmechanisches System von aufen zeitab-
héngig gestort wird (z.B. durch ein zeitabhéngiges elektromagnetisches Feld)
und damit nicht mehr isoliert bzw. abgeschlossen ist, wird H zeitabhdngig:

H=H(t).

Aus diesen 5 Postulaten lésst sich der gesamte Formalismus der Quantenmecha-
nik entwickeln. Der Ursprung und die Richtigkeit der Postulate ist bei dieser Art
der Darstellung zunédchst natiirlich unklar. Anstatt die Postulate zu motivieren,
werden wir durch Anwendung des Formalismus auf einfachste atomare Systeme
zeigen, dass die Quantenmechanik die Realitdt korrekt beschreibt.

Zusammenfassung der Postulate:
Die Quantenmechanik ist eine neue Art physikalischer Theorie, die grundséatzlich
von der klassischen Mechanik verschieden ist.

Klassische Mechanik: Das System wird beschrieben durch Ort 7;(¢) und Impuls
pi(t) aller Teilchen.

Quantenmechanik: Das System wird beschreiben durch eine Zustandsfunktion
U(r), Ty, ..., t). Uliefert nur Wahrscheinlichkeitsinformationen iiber den Ausgang
von Messungen. Der Ausgang einer einzelnen Messung bleibt unbestimmt. Insbe-
sondere legt W(¢) nicht die Orte und Impulse aller Teilchen zur Zeit ¢ fest.

An die Stelle der Newtonschen Bewegungsgleichung tritt die Schradingergleichung.
Das praktische Problem ist die Losung der Schrédingergleichung fiir einen gegeben
Hamiltonoperator H. Wenn U(t) gegeben ist, ist es vergleichsweise einfach, die
Observablen (Messwerte) zu berechnen.
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6 Der mathematische Formalismus der Quanten-
mechanik

6.1 Rechnen mit Operatoren

Der Begriff des Operators macht erfahrungsgeméft dem Anfanger die grofsten Schwie-
rigkeiten. Wir werden uns daher zundchst mit Definition, Eigenschaften und Re-
chenregeln von Operatoren befassen.

Ein Operator wirkt auf eine Funktion und ordnet ihr eine neue Funktion zu, d.h.
der Definitionsbereich ist eine Menge von Funktionen, und auch der Wertebereich
ist eine Menge von Funktionen:

Af (@) = g(x) | (6.1)

Beispiel: A = 4 (Differentialoperator)
f(z) =sinx
glz) = Af(z) = 4 gin(z) = cosx
d.h. die Funktion f(z) = sinz wird auf die Funktion g(z) = cosz abgebildet.

Rechenregeln fiir Operatoren:

Definition der Summe von Operatoren:

(A+é) fl@) = Af(z) + Bf(2)| (6.2)

Die Summe Operatoren auf der linken Seite wird damit {iber die wohldefinierte
Summe von Funktionen auf der rechten Seite definiert.

Das Produkt von Operatoren ist gemaf

ABf(z) = A (B f@)) (6.3)

als Hintereinanderausfithrung der Operatoren, von rechts nach links gelesen, defi-
niert.
Beispiel:

i () = &f (z) = 2f () (6.4)

d . d /
[ (0) = (xf(2)) = f(2) +2f(x) (6.5)
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Die Anwendung von :%% liefert also ein anderes Ergebnis als %f. Fiir Operatoren
gilt somit im Allgemeinen nicht das Kommutativgesetz:

AB # BA im Allgemeinen | (6.6)

Eine wichtige Rolle in der Quantenmechanik spielt der Kommutator [121, é} zweier

Operatoren, der durch
[4.B] = AB - BA (6.7)

definiert ist. Wenn [121, B] = 0, dann ist AB = BA, d.h. die Operatoren kommu-

tieren.
Obiges Beispiel:

= f%f(af) - %ff(x) =zf'(z) — f(z) —2f'(z) = — f(z) (6.8)
{:&, %} =1 (6.9)

1f(z) = f(x) fir alle f(z). (6.10)

Die Operatoren z und % kommutieren also nicht.
Fir die Operatormultiplikation gilt das Assoziativgesetz

A (Bé) - (AB) ol (6.11)

Die Potenz eines Operators ist definiert durch mehrmalige Anwendung, z.B.

(i) fa) = 2L gy = EIE gy, (6.12)

Die in der Quantenmechanik auftretenden Operatoren haben spezielle Eigenschaf-
ten. Ein wichtiger Begriff ist der des linearen Operators.

Definition:

Ein Operator A ist ein linearer Operator, wenn er folgende Eigenschaften besitzt:

~

A(f(2) + g(x)) = Af () + Ag(x) (6.13)
Al(cf(z)) = cAf(x) (¢ = komplexe Zahl) (6.14)
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Beispiel 1: L (f(2) + g(2)) = f'(2) + ¢'(2)
i (cf(z)) = cf'(x)

Damit ist % ein linearer Operator.

Beispiel 2: cos (f(z) + g(x)) # cos f(z) + cos g(x)

cos (cf (x)) # ccos (f(x)

Der Operator cos() ist ein nichtlinearer Operator.

Alle Differentialoperatoren und multiplikativen Operatoren sind linear. In der
Quantenmechanik haben wir es nur mit linearen Operatoren zu tun.

Fiir lineare Operatoren gilt das Distributivgesetz:

A+ B)C=AC+ BC (6.15)
(4+5)

und

A(B+O> — AB + AC|. (6.16)

Bevor wir weitere Eigenschaften von Operatoren betrachten, fithren wir die auf
DIRAC zuriickgehende Braketschreibweise ein. Dazu fithren wir fiir Funktionen
f(z), g(x) oder ¥(x,y, z) zuerst die etwas abstrakte allgemeine Schreibweise |f),
|g) und |¥) ein:

1f) = f(=), (6.17)
9) = g(z), (6.18)
) = V(z,y, 2). (6.19)

Diese Schreibweise ist abstrakt, weil sie unabhéngig von den spezifischen Varia-
blen, hier = oder x, y, und z, ist. |f), |¢) und |¥) werden auch als Ket-Vektoren
bezeichnet. Bra-Vektoren (f|, (g| und (V| entsprechen dem komplex Konjugierten
der Funktionen

(fI = f(2), (6.20)
(9] = g"(2), (6.21)
(U] = U*(x,y, 2). (6.22)

Ein Braket (f | g) oder (¥ | U) ist durch die Integrale

<ﬂm=/wf@mm (6.23)
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bzw.

(0| T) = / dx / dy / dz U*(z,y, 2)U(z,y, 2) (6.24)

definiert. Die Integrationsgrenzen, die hier wie auch oft im folgenden, nicht ex-
plizit angegeben sind, sollen den gesamten Definitionsbereich der Funktionen ein-
schliefsen. D.h. Brakets konnen nur mit Funktionen eines Typs, d.h. mit gleicher
Variablenanzahl und gleichem Definitionsbereich gebildet werden.

Aus der Definition folgt sofort

oy = | s ] = [ 15w

(6.25)
~ [z () g(@) = [ dog'@st@) = (0] 1),
Die Ausdriicke ‘fl f > und <121 f ‘ sind durch die Entsprechungen
Af> = Af(z) (6.26)

= (A f(x)>* (6.27)

definiert. Des weiteren gilt

A f> . (6.28)

Aus obigen Definitionen folgt
(] 4g) = [ do 5@ (Agt)) = [ do 1) Agla). (6.29)

Die Klammern um A kénnen weggelassen werden, da ein Operator auf den rechts
von ihm stehenden Ausdruck, hier die Funktion g(x) wirkt. Entsprechend folgt

(41| = [ @ (Ar@) gta) (6.30)

Hier sind die Klammern um Af(z) aus zweifacher Hinsicht entscheidend. Zum
einen wird dadurch sichergestellt, dass das Resultat der Wirkung von A auf f(x)
komplex konjugiert wird. Zum anderen wird durch die Klammern sichergestellt,
dass der Operator A nur auf f(z) nicht aber auf g(z) wirkt. Das heift, allgemein,

dass Ausdriicke der Form Af(z)g(x) und (A f (x)) g(z) verschieden sind. Im ersten
Fall wirkt A auf das Produkt von f(z)g(z), im zweiten Fall nur auf f(z).

Als néchstes fithren wir den zu einem Operator A adjungierten Operator AT ein.
Manchmal wird auch der Begriff hermitesch adjungiert verwendet. Dieser ist durch

(1)) = (1| ) oo
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bzw. in expliziter Schreibweise durch

/ ar [417(@)]" o) = / dx f*(x) Ag(x) (6.32)

definiert, wobei Gleichung (6.31) und Gleichung (6.32) fiir alle Funktionen f bzw.
g des Definitions- bzw. Wertebereichs von A gelten miissen. Komplex konjugieren
von Definition (6.31) liefert

<g’ ATf> _ <Ag’ f>. (6.33)

Vertauschen wir die linke und rechte Seite dieser Gleichung und nennen die Funk-
tion f in g und die Funktion ¢ in f um, so erhalten wir

<Af’ g> = <f’ /Aﬂg>. (6.34)
Der Vergleich mit der Definition (6.31) des adjungierten Operators zeigt, dass A
AN\ T N
das hermitesch adjungierte (AT> zu AT ist, d.h.

A\ T A

(AT) -y (6.35)
Aus der Definition (6.31) folgt durch komplexe Konjugation und Vertauschung der

Seiten s )
(1| Ag)" = (g] 4'r). (6.36)
Umgekehrt folgt aus Gleichung (6.36) durch komplexe Konjugation und Vertau-
schen der Seiten Definition (6.31). D.h. Definition (6.31) und Gleichung (6.36) sind
dquivalent und Gleichung (6.36) konnte alternativ zur Definition des hermitesch

Adjungierten verwendet werden. In der Tat wird in vielen Lehrbiichern von dieser
Alternative gebrauch gemacht.

Ein Operator der identisch zu seinem hermitesch adjungierten ist, d.h. fiir den gilt
At=A (6.37)
heifst hermitesch. Fiir hermitesche Operatoren gilt
(41] )= 1] ) 059
bzw.
(1|0 = o] ) o

Einige Satze tiber hermitesche Operatoren:

Die Summe zweier hermitescher Operatoren ist hermitesch.
Das Quadrat eines hermiteschen Operators ist hermitesch.

Dagegen ist das Produkt zweier verschiedener hermitescher Operatoren im Allge-
meinen nicht hermitesch. Beispiele fiir hermitesche Operatoren:
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a)

1 ist hermitesch:

/daz X (z)z(z) = /d:c (xx(x))" ¥(z) da x reell ist. (6.40)

Offensichtlich definiert jede reell-wertige Funktion F'(z) einen hermiteschen
Operator.

[

b) pr = 2L ist hermitesch:

[e.9] oo

01520 = [ dr ot ne) =2 [ o gy (6.41)
gt = [ o (M) xoy =2 [ ar (DY y0).

Um die Gleichheit von (¢ | p,x) und (p,¢| x) zu zeigen, fithren wir eine
partielle Integration nach der Formel:

b b
/uv’d:c - /u’vdaz (6.43)
R Ry
J TG e A (6.44)

durch. Unter der Bedingung, dass ¢(£o00) = 0 ist, ergibt sich

h fdx@b*(x)dX(x) - ]oda: (H9) v 6

1 dx ) dx

—00 —00

und damit die Hermitezitat von p,.

Beachte: p, ist nur hermitesch, wenn ¢(+00) = 0 bzw. y(£o0) = 0 d.h. wenn
keine Teilchen ins Unendliche verschwinden (abgeschlossene Systeme).

Der wichtigste Operator der Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator, der
die Zeitentwicklung der Wellenfunktion bestimmt:

A ﬁQ
H=—+V. 6.46
o T (6.46)

Fiir 1 Teilchen mit einem Freiheitsgrad z:

- (hi)2+V(@):—h—2d—2+v<:@) (6.47)

" 2m \idx

H ist hermitesch fiir jede reellwertige Potentialfunktion V(z).

Alle mefbaren Observablen werden durch hermitesche Operatoren beschrieben.
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6.2 Das Eigenwertproblem von Operatoren

Wir diskutieren zunédchst das Eigenwertproblem als eine mathematische Fragestel-
lung. Der Zusammenhang mit der physikalischen Theorie ist durch das 4. Postulat
gegeben (Eigenwerte = Messwerte).

Sei I ein (linearer) Operator und t(z) eine (zuliissige) Wellenfunktion. Die Glei-
chung

Fy(z) = fi() | (6.48)
wobei f eine (i.a. komplexe) Zahl ist, heikt Eigenwertgleichung und definiert das
Figenwertproblem des Operators F'. Dabei wird f Eigenwert und ¢ (x) Eigenfunkti-
on genannt falls Gleichung (6.48) erfiillt ist. Im Fall einer zuléssigen Wellenfunktion
darf ¢ (x) nicht iiberall identisch Null sein.

Beispiel:

Es gilt

d
—eM = ket 6.49
el € (6.49)
D.h. ¢k ist Eigenfunktion des Operators % mit Eigenwert k. Dagegen ist sin(x)

wegen & sin(z) = cos(z) keine Eigenfunktion des Operators -

dx”

Sei 1(z) Eigenfunktion des linearen Operators F zum Eigenwert f. Dann ist c(x)
(¢ beliebige komplexe Zahl) ebenfalls Figenfunktion zum selben Eigenwert.
Denn es gilt nach Vorraussetzung:

= fo (6.50)
und da F linear ist, ergibt sich
F(ey) = cFy
=cf = f(cy).

Im Allgemeinen gibt es mehrere, meist unendlich viele Losungen der Eigenwert-
gleichung. Wir numerieren die Losungen mit dem Index n:

Fip(z) = fatbu(z)  n=1,2,3... (6.52)

Fiir hermitesche Operatoren gibt es weitreichende mathematische Aussagen, die
im folgenden wesentlich sind.

(6.51)

Satz: ‘ Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind reell.‘

Beweis:

(tn
(o

Prp) BB (| By = W | faton) = fo (| ) (6.53)

) = (ol futbn)” = U n | 0)]" = Fi (| 6)" = £ (] )
(6.54)
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D.h.
Division durch (¢, | ¥,,) liefert
fo = I (6.56)
d.h. f, ist reell.
Definition Skalarprodukt:
Das Braket
(Gl ) = [ d 030 (0) (657

heift Skalarprodukt der Funktionen ¢ (x) und ,,(z).

Definition Orthogonalitdt:
Zwei Funktionen v, (z), ¥, (z) heifen orthogonal, wenn

(Wl ) = [ do 0i@)m(o) =0, (6.5%)
d.h. wenn ihr Skalarprodukt Null ergibt. Man beachte die Analogie zu Vektoren.

Definition Normiertheit:
Eine Funktion v, (x) heifft normiert, wenn

(Un | Pn) = /d:c Vi, = /d:c\z/zn(:c)|2 =1 (6.59)

ist.

Definition Orthonormalitdt:
Ein Satz {¢,(x)} von Funktionen heift orthonormiert, wenn

Wl ) = [ o 030D (2) = b (6.60)
gilt. Dabei ist d,,,, das Kroneckersche Deltasymbol:
L fiirn —
G = 4 = (6.61)
0, flirn#m

Wir kénnen nun folgenden wichtigen Satz formulieren:

Satz

Die Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten
sind orthogonal.

Beweis:
Es sei:
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Es gilt
0= (| Fom) = [{6n] Fiim) |

= <1/1n m> < m ’ Fz/;n>* Hermitizitit von F
= (Un | fntbm) = (b | futhn)”
= fon (Un | ) = [ (o | )" (6.64)
= S (Un [ Ym) = 1 (b | ¥m)
= fm (@/}n | Ym) — fr (Vn | Ym) f ist wegen der Hermitizitit von E reell

= (fm = fu) - (Un | )

Fiir n # m gibt zwei Moglichkeiten:

a) fn # fm (verschiedene Eigenwerte):
Es folgt (1, | ¥n) = 0, also die Orthogonalitéit der Eigenfunktionen.

Der Eigenwert f ist dann (mindestens 2-fach) entartet. In diesem Fall folgt
nicht (¢, | ¥,) = 0. Man kann jedoch zeigen (ohne Beweis), dass man die
Eigenfunktionen zu entarteten Eigenwerten orthogonal wéhlen kann.

Ein weiterer wichtiger Satz wird hier ohne Beweis angefiihrt. Der Beweis ist ma-
thematisch ziemlich kompliziert (siehe Funktionalanalysis).

Satz:

Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators ist vollstindig
in dem folgenden Sinne:

Jede (zuldssige) Funktion y lésst sich als Entwicklung nach den orthonormalen
Eigenfunktionen {v,,} darstellen:

= etz (6.65)

n=1

bzw.

[e o]

X) =D calthn) (6.66)

n=1

Die komplexen Zahlen ¢, heiffen Entwicklungskoeffizienten. Es sei angemerkt, dass
die Schwierigkeit in der prazisen Definition der Konvergenz der Summe liegt.

Bestimmung der Koeffizienten:
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Wir bilden
(Um I X) = D> cn(thm | Yn) = cm, (6.67)
d.h.
e = (| X) = / dz 7, (2)x (@), (6.65)

Wir erhalten den m-ten Entwicklungskoeffizienten, indem wir die gegebene Funk-
tion x(x) mit ¢* () multiplizieren und integrieren.

Die Funktion x(z) sei normiert, d.h. [dx |x(z)|* = 1.

Dann folgt
OIX) = chem (Pn | )
v (6.69)
= Zczcménm = Z |Cn|2 =1
und somit

D enl® =1 (6.70)
n=1

Wir koénnen {c,} auffassen als co-dimensionalen Vektor der Lénge 1.

Das Entwicklungstheorem aus Gleichung (6.65) ordnet der Funktion x(x) einein-
deutig den Vektor {c,} zu: Isomorphismus von Funktionen und oco-dimensionalen
Vektoren.

Die Gesamtheit der Eigenfunktionen eines hermiteschen Operators kann aufgrund
dieses Isomorphismus als co-dimensionaler Vektorraum betrachtet werden. In der
mathematischen Physik wird dieser Funktionenraum als Hilbertraum bezeichnet.

Warum haben wir uns so ausfiihrlich mit dem Eigenwertproblem von Operatoren
befasst? Der Zusammenhang zwischen dem mathematischen Eigenwert-Problem
und der Realitdt wird durch das 4. Postulat hergestellt. Zur Erinnerung wollen wir

diesen fundamental wichtigen Aspekt nochmals diskutieren.

Sei x(x) eine Wellenfunktion, die ein quantenmechanisches System in einem belie-
bigen Zustand beschreibt. Notwendigerweise ist

() = / dr [x(z) = 1. (6.71)

Wir fragen nun nach dem Erwartungswert des Operators F' im Zustand x(x).
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Postulat 3:

(x| Px) = [ do xc@Pxa) (6.72)

Entwicklung von x(x) nach Eigenfunktionen von F:

ﬁ?ﬁn = fatln 5 x(¥) = ch%(fc) bzw. |x) = ch |%n) (6.73)

Eingesetzt:
(| ) = 3 e (s [ )
:/MEMM%WH%)
iy, (6.74)
_ Z C Con frnOnm (Orthonorm.)
= leal* fu
D.h.
(x| Fx) = D leat’ £ (6.75)
Interpretation:

Jede einzelne Messung der Observable F' liefert einen der Eigenwerte f, (in der
Regel diskrete Werte). Die Hiufigkeitsverteilung der Messwerte ist durch |c,|?
gegeben. Der Koeffizient

%:wumszw@mw (6.76)

ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass die Messung f,, liefern wird. Nur
|, und die Eigenwerte f, sind messbar; ¢,, [¢,) und |x) nicht.

Wenn wir das Eigenwertproblem von F gelost haben, kennen wir sowohl die mog-
lichen Messwerte f,, und nach Berechnung von |c,|* = (¢, | x)|* die Wahrschein-
lichkeitsverteilung der Messergebnisse fiir jeden beliebigen Zustand x. Daher die
besondere Bedeutung des Eigenwertproblems in der Quantenmechanik.

Was ist, wenn x(z) = ¥, (), d.h. das System befindet sich in einem Eigenzustand

der Observablen F', die gemessen werden soll?
Es folgt

%:wmm=/Mﬁ@mm=%k (6.77)

<F> = fi (6.78)
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In diesem Fall wird jede Messung den Wert f liefern. Es gibt keine Streuung der
Messergebnisse.

Was ist, wenn wir zwei Observablen (z.B. Ort und Impuls) messen wollen?
Es gilt folgender Satz:

Wenn zwei Operatoren Fund G kommutieren, d. h. wenn
[F, G} — 0, (6.79)

dann und nur dann existiert ein Satz von Funktionen, der gleichzeitig ein Satz der
Eigenfunktionen beider Operatoren ist.

Beweis:
Einfachheitshalber nehmen wir nichtentartete Eigenwerte an. Es sei

Fipn = frthn. (6.80)
Dann gilt
2 (G%) — fCuap, SO S G = G, (6.81)
D.h.
F(Gon) = fa(Gin) (6.82)

und damit gilt, dass @wn ebenfalls Eigenfunktion von F zum Eigenwert f,, ist.

Fiir nichtentartete Eigenwerte gibt es aber nur eine solche Funktion, die bis auf
eine als g bezeichnete Konstante festgelegt ist, d.h.

Gibn = gibn. (6.83)

Damit ist ¢ auch Eigenfunktion von G.
Wenn umgekehrt gilt

Fiy = futhn, (6.84)
éd}n = gnwna (685)
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dann folgt fiir eine beliebige Funktion x

Pox = FGY et

n=1
n=1 n=1 n=1
n=1 n=1
=D eafuGtn =D enGlutn = 3 enGF
n=1 n=1 n=1

_GEY e, = Gy

n=1

D.h. F und G kommutieren.

Physikalische Bedeutung:

Wenn ein quantenmechanisches System in einem Eigenzustand von F ist und G mit
F kommutiert, dann hat nicht nur die Gréfe F sondern auch G scharfe Messwerte,
d.h. keine Streuung der Messwerte.

Die Aussage hingt eng mit der beriihmten " Unschdrferelation" der Quantenme-
chanik zusammen. Wir werden darauf zuriickkommen.
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7 Die zeitunabhangige Schrodingergleichung

Da wir abgeschlossene quantenmechanische Systeme, d.h. isolierte Atome oder Mo-
lekiile betrachten, ist der Hamiltonoperator zeitunabhdngig (Erhaltung der Ener-
gie). In diesem Fall kann die zeitabhingige Schrodingergleichung (Postulat 5) auf
eine einfachere Gleichung, die zeitunabhdangige Schrédingergleichung zuriickgefiihrt
werden.

Definition der zeitunabhdingigen Schrédingergleichung:
Die zeitunabhingigen Schrodingergleichung ist die Eigenwertgleichung des Hamil-
tonoperators H des Systems

Hip,(2) = Epip(z)  n=1,2,3,.... (7.1)

Der Hamiltonoperator ist der Operator der Energie des Systems. Die Eigenfunk-
tionen 1), werden als Eigenzustédnde der zeitunabhéngigen Schrédingergleichung
bezeichnet. D.h. die reellen Eigenwerte F, des Hamiltonoperators sind die mogli-
chen Energiewerte des Systems. Sie sind in der Regel quantisiert.

Zu jeden E, gehort eine Zustandsfunktion i, (x). Jede Messung der Energie fiir
ein System in diesem Zustand wird exakt den Wert E,, liefern. Nun betrachten wir
die zeitabhingige Schrodingergleichung fiir diesen Zustand.

L, 0 A
zhaw(a:, t) = Hy(x,t) (7.2)

und entwickeln die Wellenfunktion ¢ (z, ) zu jedem Zeitpunkt ¢ nach den Eigen-
zustanden 1), der zeitunabhingigen Schrodingergleichung

= ca(t)n(2). (7.3)

Es ist zu beachten, dass die Entwicklungskoeffizienten c¢,,(t) jetzt zeitabhéngig sind.
Einsetzen der Entwicklung aus Gleichung (7.3) in die zeitabhéngige Schrédinger-
gleichung liefert

mgt Z = H Z (W) n(r) =D ca(t) Enthn(a (7.4)

n=1

Multiplikation mit ¢ (z) und Integration iiber x fiithrt zu

zhat ch (V| ) = ch n (Y | n) - (7.5)
Mit der Orthogonalitét (i, | 1¥,) = dpm folgt die Gleichung

0
zhacm(t) = Encn(t) (7.6)
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fiir die Koeffizienten ¢,,(t). Gleichung (7.6) ist eine Differentialgleichung erster
Ordnung mit der Zeit als Variablen. Thre Losung ist durch

em(t) = cgbe’iETmt mit ¢ € C (7.7)

gegeben. Fiir t = 0 gilt
e (0) = cp, (7.8)
d.h. @ gibt den Wert der Funktion c,,(t) zur Zeit t = 0 an. Damit ergibt sich fiir

o0

= iy (x) : (7.9)

n=1

Fiir den Fall, dass ein bestimmtes 2 = 1 und alle anderen aber gleich Null sind,
vereinfacht sich Gleichung (7.9) zu

Y(,) = Yulw, 1) = o (z)e 7Y (7.10)

d.hb die Zeitabhingigkeit eines Eigenzustandes 1, ist durch den Phasenfaktor
e~ gegeben. Die zum Eigenzustand 1), gehorende Aufenthaltswahrscheinlichkeit
im Ortsraum ist durch

Wa(@) = [¢u(, t>|2
= P(a)e H
= [, ()|

gegeben. W, (x) ist zeitunabhdngig. Man nennt daher die 1, die stationdren Zu-
stande des Systems.

iEnt

o (x)e

(7.11)

Beachte: die Wellenfunktion in Gleichung (7.10) ist zeitabhéngig; direkt beobacht-
bar ist aber nur W (z), welches zeitunabhéngig ist.

Zur Interpretation: nicht der Ort des Teilchen selbst (z.B. Elektron im Atom) ist
zeitunabhéngig, lediglich die Aufenthaltswahrscheinlichkeit im Raum ist stationér.

Die Quantenchemie im engeren Sinne befasst sich mit der Losung der zeitunabhén-
gigen Schrédingergleichung fiir die Elektronenbewegung in Atomen und Molekiilen.
Bei Molekiilen werden dabei die Atomkerne festgehalten. Das Ziel ist die Bestim-
mung der Energien F, und der stationdren Wellenfunktionen 1,,. Man erkennt
jetzt die zentrale Rolle des Eigenwertproblems von hermiteschen Operatoren in
der Quantenmechanik.
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8 Die Unscharferelation

Wie bereits mehrfach betont, liefert die Quantenmechanik in der Regel keine defini-
tive Vorhersage fiir den Ausgang einer einzelnen Messung. Die Messwerte werden
streuen, lediglich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Messwerte ist durch die
Quantenmechanik festgelegt.

Der Erwartungswert (Mittelwert) der Messgrofe F' fiir einen durch die Wellen-
funktion ¢/ beschriebenen Zustand ist durch <’(/J ) F 1/1> gegeben (3. Postulat). Ein

Maf fiir die Schwankung der Messwerte um den Mittelwert erhalten wir, indem

wir bilden
\/ <¢ ‘ (v] Po)] > (8.1)

Die Groke (AF)?, der Erwartungswert des Quadrats des Operators F— <@/} ‘ F 2/1>,

heifst Varianz der Messgrofe F'. Man beachte, dass der Erwartungswert <@/} ’ F @Z)>
eine Zahl ist. Es gilt

(AF)? = <w’ 2= (v Pv) 2w>
:<¢HF2—2F w)ﬁw>+< ” >
= (v| P2y —2(v| E(v| Fo)u) + <w' (v] Fu) > (8.2)
Py 2 (v | Fo) (o] Bo) + (v Fo) (w1 0)
- ol o) (o] )

Dabei wurde (¢ | 1) = 1 und die Tatsache, dass <1/1 ’ F 1/1> eine Zahl ist, verwendet.
Damit ist die Unschéarfe AF durch

(o] #26)= (o] o) &

gegeben. Wir betrachten nun zwei Messgrofen F' und G (z.B. Ort, Impuls). Im
Allgemeinen werden die Messwerte beider Grofen Schwankungen aufweisen. Fiir
diese Schwankungen gilt folgendes grundlegende Theorem, die sogenannte allge-
meine Unschdrferelation

AFAG > - W‘ [F G] 1/1>‘ . (8.4)

Es gibt also einen direkten Zusammenhang zwischen dem Kommutator der Ope-
ratoren F' und G und der Unschdrfe der Messwerte.
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Der Beweis von Gleichung (8.4) ist etwas technischer Natur und soll hier iibergan-
gen werden.

Wir erhalten aus Gleichung (8.4) die beriihmte Heisenbergsche Unschérfere-
lation fiir Ort und Impuls, wenn wir z, p, betrachten. Es ist

o) = 2 L ey = 2 i) + o0 (0) (8.5)
#p.0(e) = 27 ap(a) = T/ (a) (8.6)
(e — 2 () = 2 0(0). (5.7

3] = —ih (8.8)

Damit erhalten wir mit (¢ | ¢) =1

1 1 1
|01l 03] = 5 14— )] = & =i (0] )
8.9)
_1 h| = lh (
_§|—z | =5h
A:L‘Ang (8.10)

Dies ist die Heisenbergsche Unschdrferelation, die eine zentrale Rolle in der Ent-
wicklung der Quantenmechanik gespielt hat, insbesondere bei deren Interpretati-
on. Wenn wir einen Zustand wéhlen, in dem Ax — 0, dann muss Ap — oo gelten
und umgekehrt. Es ist unmoglich, fiir ein quantenmechanisches Teilchen Ort und
Impuls gleichzeitig genau zu bestimmen.

Fiir kommutierende Operatoren gilt diese Einschriankung nicht. Beispiele fiir kom-
mutierende Operatoren sind:

T,y Dz, Py L, Py ete. ,

d.h. es ist moglich, gleichzeitig z.B. die z-Koordinate eines quantenmechanischen
Teilchens und seinen Impuls in y-Richtung genau zu bestimmen.
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9 Das EHRENFEST—Theorem

Wir haben die Quantenmechanik als vollig neuen Formalismus eingefiihrt. Es stellt
sich natiirlich die Frage, wie die Quantenmechanik in die klassische Mechanik tiber-
geht (z.B. fiir makroskopische Teilchen).

Eine begriffliche Schwierigkeit entsteht insbesondere dadurch, dass wir in der Quan-
tenchemie normalerweise mit der zeitunabhdngigen Schrodingergleichung zu tun
haben. Wir interessieren uns fiir Energiceigenwerte und stationdre Zustinde. Eine
Zeitabhdngigkeit tritt nirgendwo auf. In der klassischen Mechanik sind die Varia-
blen dagegen zeitabhéngig: x(t), p(t). Wie ist der Zusammenhang? Eine Moglich-
keit, den Zusammenhang zu sehen, bietet das EHRENFEST—Theorem:

Die Zeitabhingigkeit quantenmechanischer Mittelwerte ist durch die klassischen
Bewegungsgleichungen bestimmt.

Schwankungen sind von der Gréfsenordnung A und fiir makroskopische Systeme
vernachléssigbar.

Als Beispiel betrachten wir die eindimensionale Bewegung eines Teilchens der Mas-
se m im Potential V' (z), d.h. den Hamiltonoperator

A2

ﬁzg—mjLV(:z). (9.1)

Wir betrachten den Erwartungswert von &

(0O 36(0) = [ dov(a.t) 2 v 92)
und bilden
d . o*(x, ) . Np(z,t) ox
S avw) = [ do {wa(x,t)+w (@220, 92 }
=
(9.3)
Mit
oY (x,t)
5~ pHv) (9.4)
und
W (e 0
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ergibt sich
o 500) = 3 [ do {(H00) w00 - v (e 0000

= ﬁ/dx {¢*(x,t)Hx¢(x,t) _w*@,t)xm(x,w} (9.6)

_ %/dm W (1) [ H,3] v, ).

S I

Die Zeitabhingigkeit von (¢(z)[2]1z) ist also durch den Kommutator von & und
H gegeben. Allgemein gilt fiir jede dynamische Groke F'(p,x) (obige Herleitung
gilt fiir jeden Operator F):

G (v Fow) =5 [ v o [1F] o0 =+ (w0| [1.F]vw)|
(9.7)
Wir berechnen nun den Kommutator [ﬁ , i]:
N ﬁQ
H=— 7). .
o + V() (9.8)
Es gilt im Allgemeinen
[A,B+C‘] - [A, B] + [A, C] (9.9)
und damit im Speziellen
A ﬁQ
18] = |5a | + v (@).a] (9.10)
sowie
V(z),z] =V(@)z —2V(z) =0 (9.11)
und
(%3] = P — &” = %% — pitp + pip — ip’
o N, o (9.12)
= p(pt — &p) + (pZ — 2p) p = p [p, 2] + [p, 2] p
Mit
[p, 2] = —ih (9.13)

ergibt sich

[p%, 2] = —2ihp (9.14)
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und damit

. 1 7
i) = o [5%3] = —in - 9.15
[ | =5 [p%, 2] ih— (9.15)
Einsetzen von Gleichung (9.15) in Gleichung (9.6) liefert schlieflich:

% (W(#) | B(8) = %(—m) M Bl weg!  (9.16)

%Wt) [@](t) = M |

Die Geschwindigkeit ist also der Mittelwert des Impulses geteilt durch die Masse.
Dies gilt nur fiir die Mittelwerte!

(9.17)

Wir betrachten nun die Anderung des Impulses:

o) () =+ ()| [1.6] ). (918)

Fiir den Kommutator gilt

5| = [V(@),5] = V(@)p— pV(2) (9.19)
da
[%,ﬁ] ~0. (9.20)
Mit
V(@)pi(a) = 2V ()2 (0.21)
und
V@) = T V@) = e v 2 )
folgt
[V(2),p] = iﬁg—‘; (9.23)
und damit

[ﬁ, p] = ihV'(%) (9.24)
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mit

V(i) = a%wx). (9.25)

Damit erhalten wir fiir die Anderung des Erwartungswertes des Impulses

% () | po(t)) = %m <w(t) ’ (8‘2753)) zp(t)> hfallt weg!  (9.26)
% (W) | BY®) = — () | V' (@)e(t) | (9.27)

Die Anderung des Mittelwertes des Impulses ist gleich der "Kraft". Wird Gleichung
(9.17) nach der Zeit differenziert, mit m multipliziert und in Gleichung (9.27)
eingesetzt ergibt sich

m s () | 200) = 5 ) | pe) 2 o) V@) (029)
s () | 20(0) = — {w(0)| V(@)0(0) | (9.29)

Wir haben damit die Newtonsche Bewegungsgleichung fiir den zeitabhéngigen Mit-
telwert (z), hergeleitet, das Ehrenfest-Theorem.

Bemerkung: Die Zeitabhéngigkeit steckt in der Wellenfunktion ¢ (z, t): der Opera-
tor Z ist zeitunabhéngig. Dies ist das sogenannte " Schridingerbild" der Quantenme-
chanik. Alternativ (und vollig dquivalent) gibt es das sogenannte " Heisenbergbild",
in dem die Operatoren zeitabhéngig und die Zustandsfunktionen zeitunabhéngig
sind.

Wenn die Schwankungen um die Mittelwerte beliebig klein werden (A — 0, sie-
he Unschérferelation), konnen wir die Schwankungen ignorieren und erhalten die
klassische Mechanik. Die Quantenmechanik geht also fiir A — 0 in die klassische
Mechanik iiber. Der Grenziibergang ist allerdings nicht trivial.
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10 Eindimensionale Bewegungen

Wir betrachten die eindimensionale Bewegung (in z-Richtung) eines Teilchens der
Masse m. Die klassische Energie bzw. die klassische Hamiltonfunktion ist durch

H(x,p) = p_2 + V(x) (10.1)

2m

gegeben. Der zugehorige quantenmechanische Hamiltonoperator wird durch den
Ersatz der Ortskoordinate  durch den Ortsoperator

T==x (10.2)
und des Impulses p durch den Impulsoperator
h 0
) = —— 10.3
b= o ( )
erhalten:
N ﬁz
H(z,p)=—+V(a 10.4
(8,5) = 2+ V(2) (10.4)
und damit
. h? d?
H(z,p)=——— T). 10.
(0:5) = —5 75 + V(@) (10.5)

T +V(z) (e, t) = ’h%( t) (10.6)
2m Ox? o R TAS '
Die zeitunabhdingige Schrodingergleichung (PI ist zeitunabhéngig) lautet
h? d?
- =F . 10.
{ oo + V@) f o) = B o) (10.7

Die Losungen der zeitabhéngigen Schrodingergleichung ergeben sich zu

bl t) = da)e . (108)
Wir betrachten in diesem Kapitel besonders einfache Beispiele fiir V(z). Das ein-
fachste Problem ist sicher die freie Bewegung, d.h. die Beschreibung eines freien

Teilchens, das durch
V(z)=0 (10.9)
charakterisiert ist. Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung vereinfacht sich da-
mit zu
h* d?

5 oaa V@) =Ey() (E20), (10.10)

(fiir £ < 0 gibt es keine physikalisch sinnvollen Losungen, siehe unten)
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d.h. die 2. Ableitung muss der Funktion selbst proportional sein. Die Proportiona-
litdtskonstante muss dabei negativ sein. Diese Eigenschaft haben die Funktionen
sin(kz), cos(kz) und e*** denn es gilt:

d d?

. sin(kx) = kcos(kx); 2 sin(kr) = —k* sin(kx); (10.11)
d d?

e cos(kx) =—ksin(kz); e cos(kr) = —k?* cos(kzx); (10.12)
i e:l:ik:l: — :l:,lke:lzzkm d_2€:|:ik:v — _er:I:ikm. (1013)
dx ’ dx?

Die Schrodingergleichung (10.10) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung und hat als solche zwei linear unabhéngige Losungen. Wir kénnen entweder
den Satz {sin(kx), cos(kz)} oder den Satz {e¥** e~¥**} wihlen. Die beiden Funktio-
nensitze gehen durch Linearkombination mit komplexen Koeffizienten ineinander
iiber.

Fiir den Ausdruck

Y(z) = A ek (10.14)
folgt durch Einsetzen in die Schrodingergleichung (10.10)
n? ; ,
—5 A (—k%) e™* = B A et (10.15)
d.h.
h2k?
- (10.16)
2m
Fir F > folgt
k= —V2mE. (10.17)

Fir F < 0 wirde

k= %\/Qm(—E) (10.18)

folgen. Durch Einsetzen von Gleichung (10.18) in Gleichung (10.14) wiirden sich
als Losungen Ae™ und Ae™ mit reellem xk = % 2m(—F) ergeben. Fiir z — —o0
und z — +oo wiirden die Losungen gegen unendlich gehen und sind daher nicht
zuldssig. Hieraus folgt, dass die Energie nicht negativ sein darf: £ > 0.

Interpretation: Die Eigenwertgleichung

A~

Hy(z) = Ev(z) (10.19)

hat fiir jedes (positive) E zwei Losungen:

4 1
Y(z) = A e mit k= =V2mE. (10.20)
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Jedes beliebige E' > 0 ist also Eigenwert. Es gibt keine Quantisierung der Energie.
Jeder Eigenwert ist zweifach entartet, denn es gibt 2 Losungen ¢ (x). Die Losung
der zeitabhdngigen Schrodingergleichung ist

. : 2mE
U(a,t) = Aethre i (B) = ;L" (10.21)
Mit w = % ergibt sich
Yy (z,t) = Ae*) = A (cos(kx — wt) + isin(kx — wt)) (10.22)
Y_(z,t) = A TFet) = A (cos(—kx — wt) + isin(—kz — wt)) (10.23)
Dies sind periodische Funktionen in x und ¢:
4 (z,t) ist eine Welle, die in positiver z-Richtung lauft,
_(z,t) ist eine Welle, die in negativer z-Richtung lauft.
Dies zeigt sich, wenn wir 11 (x,t) als
vy (1) = Al (2)1) (10.24)
und
b (z,t) = Ae*(H(2)1) (10.25)
schreiben. Fiir ¢t = 0 ergibt sich
Vi (z,0) = Aethe, (10.26)

Dies ist eine periodische Funktion bzw. eine Welle der Wellenlénge A = 27”, da

e:l:zk(:ern)\) — e:l:lk:ve:l:zkn)\ _ e:l:zkme:l:m27r _ e:l:lk:v mit n € 7. (1027>

Da die Funktion f(x—a) die um a und f(z+a) die um —a, beziiglich der x-Achse,
verschobene Funktion f(x) darstellt, laufen ¢4 (x,t) pro Zeiteinheit um

W WA A

Lo op=2 10.2
k- oon T (10.28)
nach rechts [¢), (z,t)] bzw. links [¢_(z,)]. Dabei ist T = 2 = 1 die Schwin-
gungsdauer der Wellen . (z,t) und v = 5= die Frequenz der Schwingung. Die Ge-
schwindigkeit vg ist die sogenannte Phasengeschwindigkeit. Dies zeigt sich auch,
wenn wir die Knoten, d.h. die Nullstellen, von Re (¢, (z,t)), d.h. des Realteils von
¥4 (x,t) betrachten. Es gilt

Vs =

cos(kr — wt) = (10.29)

fur kx —wt =

/‘\

)m n=0,1,2... (10.30)
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d.h. die Positionen z,, der Knoten sind

1
kr, =+ (n + 5) T+ wt, (10.31)
bzw.mit/{;z%’rundvs:%
O Py (10.32)
S I Ust- -
Rey

D.h. die Knoten bewegen sich in Richtung positiver x mit wachsendem ¢. Entspre-
chend gilt fir ¢_(z,t) :

1
—kr —wt =4 <n + 5) T (10.33)

und die Positionen der Knoten x,, sind

1
kxn:$<n+§)7r—wt, (10.34)
bzw.
P (10.35)
m=F 5+ vt .

d.h. die Knoten bewegen sich in Richtung negativer z.

Wir haben also nach rechts und links laufende Wellen. Die allgemeine Losung ist
eine beliebige Linearkombination:

U(x,t) = (Aeikx + Be’““”) e_(%)t, A, B komplexe Konstanten. (10.36)

Die Quantenmechanik beschreibt also Materiewellen. Die Wellenfunktion fiir ein
freies Teilchen ist eine Welle. Man konnte nun die Schrodingergleichung fiir das
sogenannte Doppel-Spalt-Experiment oder die Streuung am Kristallgitter losen.
Dies wiirde die Experimente erkldren, ist jedoch mathematisch zu kompliziert, um
es hier durchzufiihren.
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Die zeitunabhéngige Schrédingergleichung ist eine Eigenwertgleichung fiir die Ener-
gie. ¥(x) beschreibt also ein Teilchen mit scharfer Energie, d.h. jede (beliebig
genaue) Messung der Energie wird den Wert FE liefern.

Wir betrachten nun noch die Messung von Ort und Impuls.
Wir bilden
h d

~ _ E’i _ - +ikx ﬁ . +ikx
pYy(z) = - dxd)i(x) = der = Z,A(:i:zk)e : (10.37)

d.h.

P+ (z) = £(hk)L(x). (10.38)

¥y () ist also Eigenfunktion des Impulsoperators mit dem Eigenwert +(hk). 14 (z)
beschreibt also ein Teilchen mit scharfem Impuls. Jede Messung des Impulses wird
genau den Wert +hk liefern.

Sowohl E wie p haben also scharfe Werte, d.h. AE = 0, Ap = 0. Wie wir gesehen
haben, erfordert dies, dass die entsprechenden Operatoren kommutieren, d.h.

[Fl,ﬁ] —0. (10.39)

In der Tat ist H = % und damit [ﬁ , ﬁ} = 0. Dies ist ein Beispiel fiir simultane

Eigenfunktion kommutierender Operatoren (siehe oben).

Nach der Unschérferelation erfordert Ap = 0 notwendigerweise Az = oo, d.h. der
Ort das Teilchens ist absolut unbestimmt. In der Tat ist

s (z)” = |A)? ‘eiikm‘z = |A]* = const. (10.40)

D.h. die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist iiberall gleich grofs. Wir haben keinerlei
Information tiber den Ort des Teilchens.

Bemerkung:
Wegen |14 (z)|” = const. folgt

o0

/ dz |+ (2)]* = oo, (10.41)

—00

d.h. ¢(z) ist fir A # 0 nicht normierbar. Diese Schwierigkeit liegt an unserer extre-
men Idealisierung des Problems. Wirkliche Teilchenstrahlen sind nicht unendlich
ausgedehnt, und Ap ist nicht exakt gleich Null. Diese realistischere Situation wird
beschrieben durch sogenannte Wellenpakete. Die Funktion

(e}

Y(x,t) = / dk f(k)e' ket (10.42)

—00
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mit

E  hk?
=—=— 10.43
TR T om ( )
ist ein Beispiel fiir ein Wellenpaket. Sie ist keine Eigenfunktion von H und p, d.h.
AFE und Ap sind nicht Null. Wellenpakete sind normierbar, wenn die Funktion f(k)
bestimmte Eigenschaften erfiillt. Insbesondere wenn f(k) normierbar ist. Dies ist
gleichbedeutend mit der Endlichkeit des Integrals f_oooo dk f(k).
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11 Das Teilchen im Kasten

Als ein weiteres idealisiertes eindimensionales Problem betrachten wir ein Teilchen,
das in einem Kasten der Linge a eingeschlossen ist. Dies wird beschrieben durch
folgende Potentialfunktion

Viz) = 0, O0<z<a (11.1)
oo, z<0,z>a.

V' = oo verbietet das Eindringen in die Bereiche x > a und z < 0. Dies ist
das einfachste Modell eines gebundenen Teilchens. Die Bewegung des Teilchens ist
beschrinkt auf 0 < z < a.

Da 1 (x) stetig sein muss, muss gelten

$(0) = ¥(a) = 0} (11.2)

Dieses sind sogenannte Randbedingungen an die Wellenfunktion ¢ (z).

Fiir 0 < x < a haben wir die Schrodingergleichung

_h_Qd_Q (z) = Ey(x) (11.3)

2m dx?

mit der Randbedingung aus Gleichnung (11.2). Gegeniiber dem vorangegangenen
Beispiel hat sich also nicht die Schrédingergleichung, sondern die Randbedingung
gedndert.

Die Losung kennen wir

w(x) — Aeikx 4 Befik:v
= A(cos(kz) +isin(kz)) + B (cos(kz) — isin(kz)) (11.4)
= (A + B)cos(kz) +i(A — B) sin(kx)

mit Ak = vV2mE und E > 0. Mit der ersten Randbedingung ¢ (0) = 0 folgt mit
cos(0) = 1 und sin(0) = 0 fir alle &

A+B=0 ,dh. B=-A (11.5)
und damit
() = 2iAsin(kx) (11.6)
oder

Y(z) = Csin(kz) (11.7)
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mit der neuen Konstante C' = 2iA. Die zweite Randbedingung ¢ (a) = 0 fiir alle k
erfordert wegen sin(nm) = 0 fiir n € Z

ka = nm oder k= T% mit n € Z. (11.8)
Da
sin(—kz) = —sin(kx) (11.9)

und sich die Funktion sin(—kx) damit nur um den Faktor —1 von der Funktion
sin(kx) unterscheidet und sin(0 - ) = 0 keine normierbare und damit giiltige
Wellenfunktion darstellt, ergeben sich die Losungen

n(x) = Cy sin (%x) = Cpsin(k,z) , neN (11.10)

mit k, = “F. Die zugehdrigen Energien sind durch

2.2
E:z%, (11.11)
m
d.h.
B2 (nr)®
E = 2(7“), (11.12)
m
bzw.
72202
En=75"5 (11.13)
gegeben.
Interpretation:

Die v, (z) sind Eigenfunktionen von H mit den Eigenwerten F,. Im Zustand 1,
hat die Energie den scharfen Wert E,,.

Im Gegensatz zum vorangegangenen Beispiel ist die Energie quantisiert, d.h. es
konnen nur diskrete Werte von E gemessen werden.

Die Quantisierung entsteht durch die Einschriankung des Teilchens auf ein endliches
Gebiet.

Die 1, (z) sind nicht mehr Eigenfunktionen des Impulsoperators, da H = %+V($)
nicht mehr mit p kommutiert. Ap ist also # 0.

Bemerkungen:
Die ganze Zahl n = 1,2, 3 ... heifst Quantenzahl. Sie numeriert die Energienive-
aus F,.
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Die Konstante C),, wird so bestimmt, dass ,, normiert ist, d.h.

o | ) =1 (11.14)
gilt.
Schematisch:
V(X) ‘j° %
E;=9k
E.=4F
E
> X
0 a

Elektronen in Halbleiter-Nanostrukturen, sogenannten Quantendots, konnen néa-
herungsweise als "Teilchen im Kasten" beschrieben werden. Hierzu ist allerdings
eine dreidimensionale Verallgemeinerung noétig. Einige Grundbegriffe konnen je-
doch auch am vereinfachten Beispiel des "1-dimensionalen Quantendots", d.h. ei-
nes "Teilchens im Kasten" verstanden werden.

Der energetisch niedrigste erlaubte Zustand ist derjenige zu n = 1 mit der Energie

h27?

2ma?

E; (11.15)
Die Energie ist also immer positiv, im Gegensatz zur klassischen Mechanik, bei der
das Teilchen im Kasten ruhen kann, also £/ = 0 ist. Die Lokalisierung in x erzwingt
eine endliche Impulsunschérfe Ap, die zu der kinetischen Energie T = % fiihrt
und damit zu F; > 0. Da man die E, im Prinzip messen kann, sehen wir, dass die
Unscharferelation zu beobachtbaren Konsequenzen fithrt. Fiir A — 0 geht £; — 0
und der Ubergang zur klassischen Mechanik wird erhalten. Dem entspricht, dass

fiir grofse Partikel keine Diskretisierung der Energien mehr beobachtet wird.

Der néchst hohere Energiezustand F3 kann durch Anregung (Energiezufuhr z.B.
durch elektromagnetische Strahlung oder thermische Bewegung) erreicht werden.
Der Quantenpunkt kann dann spontan in den Grundzustand F; zuriickfallen. Da-
bei wird ein Lichtquant mit der Energie

AR 2
ma?

AE =FE;— By = (11.16)
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emittiert. Die Frequenz der so entstehenden Strahlung ist geméaft hv = AFE direkt
von der Grofe des Quantendots abhéngig. Neben materialspezifischen Parametern
bestimmt also die Grofe des Quantendots die Farbe (bzw. das Farbspektrum) eines
Nanoteilchens.

Die charakteristischen Farben und die geringe Gréfte von Quantendots machen sie
zu idealen Farbpigmenten. In der Biologie werde sie oft als "Marker" eingesetzt,
um einzelne Zellen farblich zu markieren, ohne dabei deren Funktion zu storen.

Die energetisch niedrigsten FEigenfunktionen des Hamiltonoperators, d.h. die Ei-
genfunktionen zu n = 1,2, 3 sind:

Y1(x) = Cysin (%) (11.17)
Ya(x) = Casin (%Tx) (11.18)
Y3(x) = C3sin (%x) (11.19)
Qualitativ:
W, 09
‘ x Keine Nullstelle
0 a
qu(x) 1 Nullstelle
b, ()
2 Nullstellen

Die Wellenfunktionen v, (x) haben also (n — 1) Nullstellen und n Extrema. Die
zugehérige Teilchendichte |¢), ()|” hat ebenfalls (n—1) Nullstellen und n Maxima.

Obwohl das Problem extrem idealisiert ist, sind viele qualitative Eigenschaften
dieses Modells charakteristisch fiir das Problem eines gebundenen quantenmecha-
nischen Teilchens, z.B. Quantisierung, Knoteneigenschaften der Wellenfunktion,
Usw.
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12 Der Tunneleffekt

Der Tunneleffekt ist ein spezifisch quantenmechanisches Phénomen, das fiir die
Bewegung von Elektronen und fiir die Schwingungs— und Reaktionsdynamik von
leichten Atomen von Bedeutung ist.

Betrachten wir ein Teilchen in einem stationdren Zustand, d.h. mit scharfer Ener-
gie F. Klassisch kann das Teilchen in Bereiche, wo V' > FE ist, nicht eindringen,
da die kinetische Energie negativ sein miisste. Man spricht von "klassisch verbote-
nen Bereichen". Quantenmechanisch kann das Teilchen solche Bereiche mit einer
gewissen Wahrscheinlichkeit durchdringen: dies ist der sogenannte Tunneleffekt.

Das einfachste Beispiel ist eine rechteckige Potentialbarriere in einer Dimension.

0 a

Ein freies Teilchen mit der Energie V; < E < V; treffe von links auf die Barriere.
Die Tunnelwahrscheinlichkeit P ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen rechts von
der Barriere zu finden (klassisch ist P = 0).

Wir wollen die Berechnung von P hier nicht durchfiihren, sondern das Phanomen
qualitativ diskutieren. In den Bereichen I und III ist die zugehorige zeitunabhéan-
gige Schrodingergleichung durch

—h? d?
[%@ + ‘/1} Yym(x) = Evrym () (12.1)
bzw.
K2 d?
%@%/IH@) = [E — Vi]Yym(z) (12.2)

gegeben. Die Wellenfunktionen () und ¢y (z) sind durch die Wellenfunktionen
eines freien Teilchens

Ui(z) = Are™ + Bre ™ (12.3)
Y (z) =Ame™ + Bie ™ (12.4)
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mit

. <2m<€ﬂ— m))%

gegeben. Im Bereich II gilt entsprechend

Yr(z) = Ape*it 4 Breikur
mit

1
(2m (Vo —FE)\?
k[lzl<%> .

Wegen E < V5, d.h. mit

ergibt sich

Yu(zr) = Ane™ "™ + Bpe™,

(12.5)

(12.6)

(12.7)

(12.8)

(12.9)

wobei k reell ist. Fiir = 0 und x = a miissen die Wellenfuntionen (), ¢ () und

i (x) stetig und differenzierbar aneinander ausschliefien, damit
Dies bestimmt die unbekannten Koeffizienten A, B, etc.

Qualitativ:

exponentieller Abfall

Oszillation | Oszillation

Rey

existiert.
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Das Verhéltnis der Quadrate der Amplituden in III und I ist die Tunnelwahr-
scheinlichkeit P:

2
p— % | (12.10)
(T
Die Rechnung liefert ndherungsweise
P~e™™ (12.11)
) 2a
mit T=+ 2m(Vo — E) |. (12.12)

P héangt also exponentiell von der Dicke der Barriere, der Wurzel aus der Masse,
und der Wurzel aus der Energiedifferenz Vo — E ab. Fiir hohe und breite Barrieren
sowie schwere Teilchen ist der Tunneleffekt vernachlassigbar. In der Praxis ist er
wichtig fiir Elektronen und Protonen.
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Den harmonischen Oszillator wollen wir als Paradebeispiel fiir ein gebundenes
quantenmechanisches System besonders ausfiihrlich diskutieren. Das Problem ist
nicht nur besonders einfach, sondern auch von eminenter Bedeutung in Physik
und Chemie, z.B. quantisiertes Strahlungsfeld oder Kernschwingungen von Mo-
lekiilen, bzw. Phononen im Festkorper. Viele charakteristische Eigenschaften von
Quantensystemen lassen sich am Beispiel des harmonischen Oszillators besonders
einfach studieren, z.B. die Unscharferelation, vollstdndige Zustandssysteme oder
der Zusammenhang zwischen quantenmechanischer und klassischer Beschreibung.

13 Hamiltonoperator

Wir betrachten zunéchst als Modell fiir ein zweiatomiges Molekiil zwei durch eine
Feder verbundene Gewichte der Massen m; und ms. Schwerkraft und Reibung
seien vernachlassigt.

> d

Der Gleichgewichtsabstand sei d. Der Massenschwerpunkt liege fest im Koordina-
tenursprung und das System sei fest entlang der z-Achse ausgerichtet. Dann gilt
fir die Positionen z; und xy der beiden Massen

mixy + mexs = 0. (13.1)
Entsprechend gilt fiir die zu x; und x5 gehérenden Geschwindigkeiten vy und vy

miv1 + movy = 0, (13.2)
bzw.

Vg = ——71. (133)
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Wir fiihren als neue Koordinate die Auslenkung aus dem Gleichgewichtsabstand
r=x9—x1—d (13.4)
ein. Die zugehorige Geschwindigkeit ist durch

.j]:’U:jfg—jfl:UQ—Ul

my

=——v —
my | (13.5)
(m1 + m2>

=—|—-|n

mo
gegeben. Damit gilt
vy = —&v, vy = L (13.6)
my + me my + my

Die kinetische Energie T ergibt sich zu

my o mo o

1 mym3 + mom?
=3 >
| (ma +m2) (13.7)
4 m1mMmeo 2
C2my +my
2
_ma_ P
2 2m
mit der reduzierten Masse em
m=——" (13.8)
my + Mo
und dem Impuls
p=mv =mi. (13.9)
Die Potentielle Energie V' folgt aus dem Hookeschen Gesetz
L o
V(z) = Ska”, (13.10)
wobei k£ die Federkonstante sei und
dV (x)
— =—k 13.11
o x (13.11)

die Kraft geméaft dem Hookeschen Gesetz darstellt.
Die Gesamtenergie, d.h. die Hamiltonfunktion des Systems ist damit durch

H(p,z) =T(p) + V(z)
2 (13.12)
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gegeben. Der Ubergang zur Quantenmechanik ergibt sich wieder durch den Ersatz
klassischer durch quantenmechanische Operatoren

T = T=ux (13.13)
h d

D= ——. 13.14

p == (13.14)

Dies liefert den Hamiltonoperator des eindimensionalen Oszillators:

2 2
1
h~ d + ~ka?| (13.15)

g
2mdx? = 2
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14 Losung der Schrodingergleichung

Der Ansatz

(i, 1) = wp(x)e )" (14.1)

fithrt mit dem Hamiltonoperator aus Gleichung (13.15) des harmonischen Oszilla-
tors zur zeitunabhdngigen Schrodingergleichung

{_h_zd_z + %m«?} wa(7) = Eyw,(2) | (14.2)

Dabei numeriert n die Energieeigenwerte F, und Eigenfunktionen w,. Die Schro-
dingergleichung (14.2) ist wieder eine Figenwertgleichung.

Die Losung von Gleichung (14.2) erfordert mehrere Umformungen. Wir fithren
zunéchst eine dimensionslose Koordinate

s=ax (14.3)
mit einer Konstante « ein. Um die Ableitungen % im Hamiltonoperator durch ent-
sprechende Ableitungen % zu ersetzen, betrachten wir eine Funktion
f(x) = f(£) mit s = az bzw. z = . Fiir die Ableitung %f(a:) ergibt sich

d df (£) ds d /s d d
PP R P O‘dsf<a)’ dv ~ “ds (14.4)
A :
f(x):f(%l) mita =3
} } >
1 2 3 %
] ] ] | ] ] | ] | e
1 T T I T T I I 1 S'
0O 1 2 3 4 5 6 7 8 9

In der Abbildung zeigt sich, dass eine Léngeneinheit zu s nur ein Drittel der

Langeneinheit zu x ausmacht, wenn a = 3 ist. Deshalb ist in diesem Beispiel der

Wert der Koordinate s am gleichen Punkt der Ordinate dreimal so grof wie der

Wert der Koordinate z. Die Anderung der Funktion pro Lingeneinheit von s, d.h.

%, ist nur ein Drittel so grok wie die Anderung der Funktion pro Lingeneinheit
df _ 1df

von x, d.h. %. Damit gilt im obigen Beispiel ¢~ = 35— bzw. % = %. Aus

d d

dr ~ “ds

(14.5)
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folgt

R

Wir setzen in die Schréodingergleichung (14.2) jetzt

S

wn () = wn (E) = 1, (s) (14.7)

und s
== 14.8
p=2 (14,8
ein, ersetzen
d? 9 d?
ﬁ dUI'Ch o @ (149)
und erhalten
h? d? 1 1
—%azﬁun(s) + ék?s%n(s) — E,un(s) =0. (14.10)
Wir wahlen
4/ mk

Damit hat o die Dimension des Inversen einer Lange und s = ax ist dimensionslos,
da x die Dimension Lange hat. Damit ergibt sich

2y/m " 2m- "

Dabei haben wir u/(s) = j—;un(s) verwendet. Multiplikation mit _%/% liefert

(s)+ (s) — Eyu,(s) = 0. (14.12)

u (s) + Ay — sH)up(s) =0 (14.13)
mit
An = @En (14.14)
v
Die Energie wird damit in Einheiten von QFLT‘/% gemessen. Da 57\/% die Dimension

Energie hat, ist A\, dimensionslos.

Zur Losung der Differentialgleichung betrachten wir nun Gleichung (14.13)
fir s — Zoo. In diesem Limes kénnen wir \, gegen s? vernachlissigen. Damit
ergibt sich

u! — s*u, = 0. (14.15)

Der Einfachheit halber haben wir in Gleichung (14.15) sowie gelegentlich in den fol-
genden Gleichungen die Koordinate s nicht explizit aufgefithrt. Gleichung (14.15)



IV 14. LOSUNG DER SCHRODINGERGLEICHUNG 80

ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir machen folgenden An-
satz zur Losung

Up(s) = e (14.16)
u(s) = —2cse (14.17)
w'(s) = —2ce " 4 4252 (14.18)

und betrachten weiter s — +00. Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung
(14.15) liefert

425%™ — 2ce™ e = 0. (14.19)
—
< s2e=o" fiir s — oo
Es folgt
42 —1=0 (14.20)
und damit
! (14.21)
c=+- .
2 )

da s2e=" £ 0.

Die Losung e+25® wire nicht normierbar, da lim,_ 4. et2%® = 0o und kommt
somit fiir grofse oder kleine s nicht in Frage. Damit bleibt u,(s) = e~3%", das die
Differentialgleichung (14.15) und damit auch die vollstdndige Differentialgleichung
(14.13) im Limes s — oo erfiillt.

Dies fithrt zu dem Ansatz

un(s) = Nnengn(s) (14.22)

fiir die vollstédndige Differentialgleichung. N,, ist dabei ein Normierungsfaktor. Es
folgt

82 82
u, = N,(—s)e” 2 H, + N,e~ z H), (14.23)
S2 S2 82 S2
u! = —N,e 7 H, + N,s’e¢" = H, —2N,se" 2 H, + N,e” z H!!
(14.24)

2
= N,e 2 {(—1 + 32) H, —2sH! + H;L’} )
Daraus folgt, sieche Gleichung (14.13):

Nue™ s {(s% = 1) Hy = 25H] + H] + (A, — 5*) Hy} =0 (14.25)

Da e_% # 0, folgt

H! —2sH! + (N, — 1)H, = 0|, (14.26)
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Dies ist schlielich die Differentialgleichung, die wir 16sen wollen. Mit n sollen die
erlaubten Losungen dieser Gleichung durchnummeriert werden.

Als Losungsmethode verwenden wir den Potenzreihenansatz:

H,(s) = Zalsl = ap+ a;s + ass® + ...
=0 (14.27)

(e o]

= (14.28)

H/(s) = Zl(l — Days™ =2-1ay +3-2a3s +4 - 3ays® + . ..
= (14.29)

[e.9]

(m+2)(m+ 1)a,28™

3
=}

Einsetzen in die Differentialgleichung (14.26) liefert

2a5 + (A — D)ag + Z [(m+2)(m+ Damia — 2may, + (A, — 1)a,,] s™ = 0.
m=1

(14.30)
Damit Gleichung (14.30) fiir beliebige Werte von s gilt, muss der Koeffizient jeder
Potenz verschwinden. Damit muss

245 + (A\p — 1)ag = 0 (14.31)
und fir m > 1

(m+2)(m + Dames — 2ma, + (A, — 1)a, =0 (14.32)
bzw.

(m+2)(m+ Dape—2m+1—-X\]a, =0 (14.33)

gelten. Die beiden Gleichungen entsprechen der Rekursionsrelation

2m+1—- X\,
a
m+2)(m+1)

m (14.34)

Am42 = (
fiir die a,,. Wenn wir ag und a; vorgeben, sind alle hoheren a,, festgelegt.

Zur Konvergenz der Potenzreihenentwicklung betrachten wir das Quotien-
tenkriterium. Wegen

. Qo 2m+1— A\, 2m+1— \,

lim

2
= li = lim ——— = lim — =0 (14.35
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ist die Konvergenz der Reihe fiir jeden Wert von s garantiert. Damit definiert die
Potenzreihe eine Funktion, die Funktion w,(s), die auf ganz R, d.h. fiir jeden Wert
von s definiert ist.

Als néchstes stellt sich die Frage, wie sich die Funktion u,(s) fiir s — fo0o verhélt.
Dazu betrachten wir

00 o) ! s
ﬁ:ZW:Z%L:Z al (14.36)

(14.37)

! 2
— 2 — — =
o T G0 Bl m

Damit verhalt sich die Losung der Differentialgleichung (14.26), d.h. die durch die
Potenzreihe definierte Funktion H,(s), fiir s — +o0 wie ¢*” und damit gilt fiir die
Losung u,(s) der urspriinglichen Differentialgleichung (14.13) fiir s — o0

§2

2
un(s) = Ny e 2 Hy(s) »ez. (14.38)

Ein exponentieller Anstieg von u,(s) fiir s — +oo ist aber unzuléssig, da w,(s)
dann nicht normierbar wére. Die einzige Losung dieses Problems ist, dass die Po-
tenzreihe abbrechen muss, d.h. dass H,(s) ein Polynom endlichen Grades ist.

Wir setzen A, = 2n + 1, wodurch die Rekursionsgleichung (14.34) in

2m — 2n
m+2)(m+1

Ao = ( )am (14.39)

tibergeht. Wenn ein festes n gegeben ist und m = n gilt, folgt a,,,2 = 0. Dann ist
aber auch a,,14 =0, a6 = 0, usw.

Wenn wir also A\, = 2n + 1 setzen, sind die Losungen H,(s) Polynome vom Grad

n. Damit ist u,(s) = Nan(s)e_% normierbar, d.h. [ ds|u,(s)|* < cc.

Als néchstes betrachten wir die Bestimmung der Polynome H,(s) bis auf die
Normierungskonstante N,,:
n=20:

Hy(s) = aop (14.40)

Fiir m = 0 liefert die Rekursionsbeziehung (14.39)
as=0- ag = 0,
fiir m = 2,4, ... liefert sie wegen as = 0

0:a4:a6:a8:....
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n=1
Hi(s) =ays (14.41)
Fiir m = 1 liefert die Rekursionsbeziehung (14.39)
as = 0-a1 = O,
fiir m = 3,5, ... liefert sie wegen az = 0
0:a5:a7:a9:....
n=2: Fiir m = 0 liefert die Rekursionsbeziehung (14.39)
—4
ag = 7 ag = —2 ap (1442)
Fiir m = 2,4,... liefert die Rekusionsbeziehung (14.39)
as =ag =0 usw. (14.43)
Damit folgt
Hy(s) = ag(1 — 25?) (14.44)
n=3: Fiir m = 1 liefert die Rekursionsbeziehung (14.39)
2-1-2-3 2
a3=——"7"769Z——a=—-a 14.45
T a4+t 37 (14.45)
Fiir m = 3,5,... liefert die Rekusionsbeziehung (14.39)
as =ay; =0 usw. (14.46)
Damit folgt
2 3
Hs(s)=ay | s— 3 usw. (14.47)
Die H,(s) sind alternierend gerade und ungerade in s.
Zusammenfassung der Ergebnisse:
Die Energiecigenwerte sind
2
)\n:ﬂEn:2n+1, n=0,1,2... (14.48)
Wk
D.h. die Energie ist quantisiert:
[ k
2E, = h\/—(2n+ 1), (14.49)
m
1
bzw. En:hw<n+§), n=0,1,2... (14.50)
, | k
mit w=1/—| (14.51)
m
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Dabei ist w = \/g die Frequenz des klassischen Oszillators. Die Quantisierung

folgt aus der Forderung, dass u,(s) normierbar sein muss, d.h. u, — 0 fur
s — oo. Die Randbedingung fiir s — oo erzwingt also, wie beim Teilchen im
Kasten, diskrete Eigenwerte A\, bzw. E,,.

Die FEigenfunktionen ergeben sich zu

Wy () = up(az) = Npe™ 2 Hy(az) (wegen s = ax) (14.52)
k
mit  a={ 72—2 - % (14.53)
%
und Ny = [ —e ) . (14.54)
m22"n!

Der Normierungsfaktor N,, wurde dabei so gewihlt, dass [ |u,(2)|? dz = 1 gilt. Die
Polynome H,,(s) heifen Hermite-Polynome. Sie sind mit geeigneter Normierung
durch

H)'(s) —2sH,(s)+ 2nH,(s) =0 (14.55)

oder durch die explizite Formel

52 d" 2

e 14.56
T (14.56)

definiert. Die ersten 3 Eigenfunktionen sind:!

wo(r) = —e 2 (14.57)
T4

wy(z) = —2axe” 2 (14.58)
2374

wy(z) = — (4’2 —2) e 2 (14.59)
Q271

Zusammenfassung: Losung der Schrodingergleichung fiir den harmoni-
schen Oszillator:

1. Hamiltonoperator:

p2 L,
H =— + -k 14.
A 2 d? 1
H=———— + Zkz? 14.61
2m dx? + 2 v (14.61)

LGI. (14.56) impliziert, dass fiir Ho(s) bzw. Ha(s) die Startwerte ag = 1 bzw. ag = —2 in der
Rekursionsbeziehung (14.39) gewéhlt werden, und fiir Hy(s) bzw. H3(s) die Startwerte ag = 2
bzw. ag = 12.
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2. Zeitunabhingige Schrodingergleichung:

Huw,(z) = Eyw,(x) (14.62)

3. Variableninderung: s = ax, a = ?—5, U (5) = w, (E)’ \, = g

u’(8) + (A — 8H)un(s) =0 (14.63)

n

4. Asymptotisches Verhalten: s — oo

W(s) = $2up =0 — uy~e 2% fiir s — oo (14.64)

n

5. Abspalten des asymptotischen Verhaltens:

2

un(s) = Nan(s)e’%s (14.65)
H)(s) —2sH) (s)+ (A, — 1)H,(s) =0 (14.66)
6. Losung durch Potenzreihenansatz:
H,(s) =Y as (14.67)
1=0
Rekursionsrelation:
(m+2)(m+ Damie— 2m+1—X,)a, =0 (14.68)

7. Asymptotik: H,(s) ~ €% fiir s — oo, auRer wenn die Reihe abbricht. Letz-
teres gilt fir A\, = 2n + 1.

H,(s) ist Polynom vom Grade n (14.69)

1 k
E,=h - — /2 14.
" w<n+2), w - (14.70)
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15 Eigenschaften der Losungen

15.1 Energieniveaus:

1
En:hw(n+§), n=012... (15.1)

Die Energieniveaus sind dquidistant, wie in Abbildung IV.1 gezeigt. Ey = %‘“ heifst
Nullpunktsenergie. Der Oszillator hat im tiefsten Zustand eine nichtverschwindende
Energie. Auch bei T' = 0 sind z.B. die Atome im Festkorper nicht in Ruhe. Die
Nullpunktsenergie ist eine Konsequenz der Heisenbergschen Unschérferelation.

15.2 Wellenfunktionen:

Losungen der zeitabhéngigen Schrédingergleichung des harmonischen Oszillators

{—%5—; + %ka} bz, t) = maw(a“:’ ) (15.2)
sind durch die Wellenfunktion
Un(, 1) = wy(z)e™ " (15.3)
gegeben. Fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit gilt
[Yn (@, 6)]” = fwn(2)]*. (15.4)

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist unabhéngig von der Zeit, d.h. es handelt sich
um stationdre Zustinde, wie auch Abbildung IV.2 zeigt.

15.3 Diskussion der Paritat

Die Eigenfunktionen des Oszillators haben eine Eigenschaft, die eine zentrale Rolle
in Physik und Chemie spielt: Die Eigenfunktionen w, () sind alternierend gerade
und ungerade Funktionen von z, d.h. es gilt

Wy (—x) = wy(x) fiir n gerade, (15.5)

Wy (—x) = —wy(x) fiir n ungerade. (15.6
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"2

otentlelle

\ :
I

Energie,

A

erlaubte Energien, E,

Y.

Auslenkung, x

Abb. IV.1: Potentialfunktion und Eigenwerte des harmonischen Oszillators

¥ A "bn
1 > ! ! >~
x x
(@)v=0 byv=1
d’ﬂ\ (IIA
1 ! > | 1 >
X X
(Yv=2 (d)v=3

Abb. IV.2: Die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators fiir v = 0,1,2,3
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Diese Symmetrieecigenschaft heifst Paritét. Sie ist eine Konsequenz davon, dass

. h? d? 1
=" 4 g
2mdx2+2kx

invariant ist beziiglich der Operation x — —z, d.h.

A~ ~

H(z) = H(—x)

ist. Allgemeiner definieren wir einen Paritidtsoperator P durch:

P u(x) = u(~x)}

wobei u(x) eine beliebige Funktion sei.
P ist ein linearer hermitescher Operator, denn

a) Linearitét

P(u(z) +v(z)) = (Pu(:c)) + (Pv(az))
Peu(z) = cPu(z)

b) Hermitizitét

<u f’v> = / dz u*(z)Po(z) = / dz u*(z)v(—x)
= _/m(—ds)u*(—s)v(s) = fds u*(—s)v(s)
= /Ood:c [Pu(az)]*v(:c) = <]5u‘ v>
mit s = —x und ds = —dx bzw. dxr = —ds.

Eigenwerte p des Parititsoperators: Aus

folgt

Andererseits ist

(15.7)

(15.8)

(15.9)

(15.10)
(15.11)

(15.12)

(15.13)

(15.14)

(15.15)

(15.16)

(15.17)
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also gilt
=1, (15.18)
d.h.

p=+1], (15.19)

da p als Eigenwert eines hermiteschen Operators auflerdem reell sein muss.

Ist eine Funktion Eigenfunktion von P mit Eigenwert p = +1, spricht man von
gerader Paritit (gerade n beim Oszillator). Ist sie eine Eigenfunktion mit Eigenwert
p = —1, so spricht man von ungerader Paritit (ungerade n beim Oszillator).

Falls H(—2) = H(x), dann kommutiert P mit H, denn es gilt

~ A~

P (ﬁu(x)) = H(—x)u(—2z) = H(z)u(—z) = H(x) (pu(x)> . (nach Definition)

(15.20)
D.h. es gilt
PH=HP (15.21)
oder
[13, H] ~ 0| (15.22)

Wir wissen bereits:

Falls [15, H } = 0, gibt es einen Satz von Funktionen v, die gleichzeitig Eigen-

funktionen zu H und P sind, d.h. die Eigenfunktionen kénnen so gewahlt werden,
dass sie gleichzeitig Eigenfunktionen zu P sind.

Im Falle des Oszillators haben wir dies explizit gesehen: die Eigenfunktionen wp(x)
von H sind gleichzeitig Eigenfunktionen von P mit Eigenwerten =+1.

Die Paritétsoperation ist ein elementares Beispiel einer Symmetrieoperation. Sym-
metrien sind von zentraler Bedeutung in Physik und Chemie. Wir werden spéater
noch darauf zuriickkommen.
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16 Eindimensionale Koordinatentransformationen

Bevor wir mit der Behandlung der Quantenmechanik voranschreiten, betrachten
wir ausfithrlich Transformationen von Koordinaten. Wir beginnen mit einem Bei-
spiel und betrachten Koordinatentransformationen an der in Abbildung V.1 dar-
gestellten Parabel

y= f(z) =2% (16.1)

Mit der Transformation

A f(x)
5__
41
3__
2 dy=2
1.._
dx=1
e e S
a=l 2 3 4 X
Abb. V.1: Normalparabel
X
== 16.2
5 =3 (

8

I
[N}

»
—~
—_
o
w
~—

ergibt sich

y = f(2s) = f(s) = (25)% = 45> (16.4)

Die Funktion f(s) ist in Abbildung V.2 gezeigt. In Abbildung V.2 wurde lediglich
auf der Abszisse die Variable s statt = aufgetragen, die Abbildung ansonsten un-
verandert gelassen. Wir sehen folgendes: Wahrend die Koordinate des Punktes a
auf der neuen Koordinatenachse mit dem Wert s = % nur noch halb so groft wie die
auf der alten Koordinatenachse mit einem Wert von x = 1 ist, ist die Einheitsléan-
ge, d.h. die Linge vom Koordinatenursprung bis zu der Stelle auf der Achse, die
mit 1 bezeichnet ist, auf der neuen Koordinate doppelt so grof. Wéahrend also der
Wert der Variablen s, geméak s = ¢ nur halb so grof wie der Wert der Variablen
x ist, ist die Einheitsldnge auf der zu s gehorenden Koordinatenachse doppelt so
groft wie auf der zu x gehdrenden. Dieses Verhalten ist aus dem téglichen Leben
wohlbekannt. Eine Strecke, die in Metern die Lénge 2000 hat, hat in Kilometern
die Lange 2. Die Lange in Kilometern ist dagegen nur ein Tausendstel der Lange in

Metern. Die Einheit Kilometer ist also tausend Mal so lang wie die Einheit Meter.
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A (9 A (9
5__
4
3T dy:4 dy:4
oL
1T ds=1
— R
0 4=1 3 2 s 2 3 4 s

Abb. V.2: links: Unverédnderte Normalparabel, bei der lediglich auf der Abszisse die neue
Einheit s aufgetragen wurde. (Dies entspricht einer Anderung der Beschriftung des
Abszisse).
rechts: Die Parabel, die aus der Normalparabel durch Stauchen der Abszisse zu-
sitzlich zum Auftragen der neuen Einheit s hervorgegangen ist.

In Abbildung V.2 rechts wurde die Darstellung der Parabel dadurch geéndert, dass
die Abszisse um den Faktor 2 gestaucht wurde. Dadurch ist die Einheitslinge auf
der Abszisse, die zu s gehorende Einheitslange, genauso lang gezeichnet, wie die
zur Ordinate, d.h. der y-Achse, gehérende Einheitslinge. Da man iiblicherweise
die Einheitsldngen von Abszisse und Ordinate gleich lang zeichnet, stellt Abb V.2
rechts die Art dar, in der man die Funktion f (x) tiblicherweise darstellen wiirde.
Die Funktion f(z) wiirde tiblicherweise geméfs Abb V.1 dargestellt, da auch hier
die Einheiten von Abszisse und Ordinate gleich lang gezeichnet sind.

Als néchstes betrachtet man die Ableitung der Parabel an der Stelle a, d.h bei
xr=1bzw. s = % Es gilt

d d

ﬁ = %f(:c) =2 bei a. (16.5)
Dies ergibt sich auch aus Abbildung V.1: die Steigung der Tangente an der Stelle a
ist durch die Lange dy = 2 gegeben, da die Lange dz als 1 gewahlt wurde und da die
Steigung ja bezogen auf die Einheitslange der zu = gehoérenden Koordinatenachse
betrachtet wird.

Des weiteren gilt

dy d = )
i %f(s) =4  beia. (16.6)

In Abbildung V.2 links und rechts gilt diesmal dy = 4 wenn ds = 1 ist, d.h.

dy _ o,y

— . 16.
ds dx (16.7)
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Da die Steigung der Tangente die Anderung des y-Wertes der Tangente pro Ande-
rung der jeweiligen Einheitslénge der Koordinatenachse ist, und die Einheitslénge
der zu s gehérenden Koordinatenachse doppelt so grof wie der zu x gehorenden
Koordinatenachse ist, folgt dieses Ergebnis.

Aus Gleichung (16.7) folgt

dy 1ldy
bzw.
d 1d
Diese Beziehung erhalten wir auch mit der Kettenregel. Aus s = g folgt
ds 1
und damit
dy dyds 1dy
A A 16.11
dr dsdx 2ds ( )
bzw.
d_dds_ld (16.12)
dr  dsdr 2ds’ ’
Dies ist mit unseren geometrischen Uberlegungen vollig in Einklang, denn Z—i gibt

an, wie sich der y-Wert der Tangente dandert, wenn sich der zugehdrige Wert auf der

Koordinatenachse x um 1 &ndert, der die zu x gehorende Léangeneinheit darstellt.

Dagegen gibt Z—Z an, wie sich der y-Wert der Tangente pro Anderung des Wertes

der Koordinate s éndert. Wird % mit der Anderung g—; des Wertes der Koordinate

s bei Anderung der Wertes der Koordinate z um eine Einheit multipliziert, ergibt
sich Z—i. Wir halten fest

| »

: (16.13)

ISH
R

d
—. 16.14
dx ds ( )

Koordinate und Ableitung transformieren sich also "reziprok" zueinander. Ent-
sprechend gilt

s = 2x, (16.15)

— = (16.16)
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Als néchstes betrachten wir fiir x > 0 die nicht gleichférmige Koordinatentrans-
formation
t =21 (16.17)
x =t (16.18)

Damit ergibt sich

y=f (\/%) — f(t)=vE =1t (16.19)

Tragen wir auf der Abszisse die neuen zu t gehérenden Koordinaten auf, so ergibt
sich Abbildung V.3 links. Reskalieren wir die Abszisse so, dass die Einheiten der
zu t gehorenden Koordinatenachse alle gleich lang sind und gleich den Einheiten

der Ordinate sind, ergibt sich Abbildung V.3 rechts. Die Ableitung Z—? an der Stelle

A (1) A f(t)
5~ ST
4+ 4
3+ 3T
21 2+
1 1T
HH - o tH—t—+—+—
0 a=1234 t a=l 2 3 4t

Abb. V.3: links: Unverdnderte Normalparabel bei der Auf der Abszisse die neue Einheit

t aufgetragen wurde (Dies entspricht einer Anderung der Achsenbeschriftung der
Abszisse).

rechts: Die Funktion f (t), die durch Koordinatentransformation ¢t = z? aus der
Normalparabel hervorgeht.

a ergibt sich aus Gleichung (16.19) zu

dy

-2 1. 16.20

p (16.20)
Es gilt

dt

W9 —9/f 16.21

=2 Vit (16.21)
und damit

dy dydt

%_E%_yzx_zx_w& (16.22)
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bzw.
d d d
— =2r— = 2Vt—. 16.23
i = g = Vg (16.23)
Wir kénnen die Ableitung Z—g in der Variablen z ausdriicken, dann gilt:
dy
=2 16.24
dz v ( )

oder in der Variablen ¢, dann gilt

dy
N 16.2
- Vi (16.25)

In diesem einfachen Beispiel erscheint die Darstellung der Ableitung % gemafs
Gleichung (16.24) als die natiirliche, im Allgemeinen bleibt aber festzuhalten, dass

die Ableitung einer Grofe nach einer Koordinate, hier x, durchaus als Funktion
einer anderen Koordinate, hier ¢, angegeben werden kann.
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17 Mehrdimensionale Koordinatentransformationen

Als nachstes betrachten wir Funktionen mehrerer Variablen. Es sei die GroRe u
eine Funktion

u= f(z,y,z) (17.1)

der kartesischen Koordinaten x, y und z. Wir betrachten jetzt die Transformation
auf Polarkoordinaten r, ¥ und ¢ gemafs

x=2xz(r,¥,p) = rsindcos p (17.2)
y=1y(r,9,¢) =rsindsiny (17.3)
z = z(r,9,¢) = rcos?d (17.4)

mit
0<m, (17.5)
sv=sm, (17.6)
0<p<2r (17.7)

und der Ricktransformation

r=r(x,y,z) =Vt +y>+ 22 (17.8)
2 z

Vv =Y(x,y, z) = arccos (—) = arccos (17.9)
r / 12 + y2 + 22

¢ = p(r,y,z) = arctan (g) : (17.10)
x

Einsetzen liefert die Grofe u gemaéls

u=f(z,y,2) = f(z(r,d,9),y(r,0,¢),2(r,J,¢)) (17.11)
= f(rsind cos p,rsindsin g, rcos ) = f(r,9,¢) (17.12)

als Funktion f (r,9, ) von r, ¥ und ¢. Mit der Riicktransformation kann u ausge-
hend von der Funktion u = f(r,9, p) der Variablen r, ¥ und ¢ wieder durch die
Funktion v = f(z,y, z) der Variablen z, y und z ausgedriickt werden:

u= f(r,v,)

f(r(z,y,2),0(x, y, 2), p(z,y, 2))
f (W, arccos (;) ,arctan (%)) (17.13)
= f(z,y, 2).

Als Beispiel betrachten wir

r-y rsindcosy-rsindsing
22 r2 cos? ¥ (17.14)
= tan®? cosp sinp = §(r, 9, @).

u=g(ry z) =
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Az

¢ Azimuthwinke!
(xy,2) 9 Polarwinkel

<y

A R

X N (xy,0)

Abb. V.4: Kartesische und Polarkoordianten

Als nachstes sei der Gradient von w betrachtet:

ou
o
ou
dy
ou
0z

grad u = Vu = (17.15)

Ist w als Funktion u = f(z,y, z) gegeben, so ldsst sich der Gradient von u einfach

berechnen
Of (z,y, 2)
Ox
Of (z,y, 2)
dy
0f (z,y,2)
0z
Ist u dagegen als Funktion v = f (r,9,¢) von r, ¥ und ¢ gegeben, haben wir zwei
Méglichkeiten. Einmal kénnen wir geméfs Gleichungen (17.2) bis (17.4) zuerst die

grad u=Vu=Vf(z,y,z2)= (17.16)

Funktion f(r,9,¢) in die Funktion f(z,y,z) transformieren und dann V f bilden.
Oft ist es aber zweckmiéfig in den Koordinaten r, ¥ und ¢ zu arbeiten und den
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Gradienten in diesen Koordianten zu berechnen. Mit der Kettenregel erhalten wir

Ou ofor 0f09  0fdp

9z " oros oo T ap 0 (17.17)
ou Ofor afd9  of dy
S RN RN Rt & 17.1
oy oroy " ovoy  apoy (17.18)
ou _ofor ofov  Of o
9  ord: 000s  0p0z (17.19)
Damit konnen wir den Gradienten von w als
o\ (0N (O 00 dp\ (0]
O ox or Ox O or
- ou 0 or 09 0Oy of
d == == b == - = - —— —_—
grad u = Vu dy dy d dy 0Oy 0Oy Bl
oul o o oel|of
8'2 82 aZ aZ 82 % (1720)

aor 09 0Oy 0

dr dr ox | | or

or oY Oy 0

dy oy oy ||ow

or 09 Oy K

0z 0z 0z i
schreiben, d.h. als ein Vektor-Matrixprodukt. Damit ist der Nabla-Operator V in
sphérischen Koordinaten als

o\ (o o o\ 0
ox or Ox Oz or

- 0 ar 09 0Oy 0

V=lw|=la 3 a || (17.21)
o) o w ooof|2
0z 0z 0z 0z Dy

gegeben.

Es verbleibt noch, die Ableitungen in der Matrix in Gleichung (17.21) zu berech-
nen. Aus den Transformationsgleichungen (17.2) bis (17.4) ergibt sich:

mit r = /22 + y? + 22

or

1 _1
5% = 2 (2®+y*+27) 222 = % = sin v cos (17.22)
0 1 1
8_; =3 (xQ +y? + 22) 22y = % = sin ¥ sin (17.23)
0 1 ~1
a_r =3 (xQ +y? + 22) 29y = - cos U (17.24)
2 r
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cos ¥ sin ¥ cos

. z —1
mit ¥ = arccos (;) und arccos’ (s) = Vi
o _ 1 -1z, 1 = _
Ox /1_ i_z 2 73 Vr2 =212
_cosveosy <<
T

Entsprechend ergibt sich

0¥ cosUsing

Ay r
und

8_19 B sin ¢

0z r

Mit ¢ = arctan (Q) und arctan’ (s) = N
T

|sin J| r

— erhilt man
s

dp 1 —y -y _ —rsindsing  sing
8:6_1_1_%_2 x2 22 42 72 sin® rsing’
entsprechend
8_<p _cosp
dy  rsind
und
I
— =0.
0z
Damit ergibt sich
g @ 8_90 ) cos ¥ cos sin
Oz Ox Oz sin ¥ cos ¢ . T smd
<@) <8_19) <3_s0> B PR cosUsingy  cosy
dy y dy v r rsin
@ 8_19 a_go cos ¥ sin v 0
z 0z 0z r
und
0 Sin 1 cos 0 . coscosp O _ sing K
o Y or r oY rsinv Oy
0 0 cosVsinp O cosp 0
T | singsinol g v
dy SIUSIY G, + r 09 + rsind dp
0 sind 0
Ew Ccos 195 - —— + 0

(17.25)

(17.26)

(17.27)

(17.28)

(17.29)

(17.30)

(17.31)

(17.32)
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Wir haben bisher nur eindimensionale Bewegungen betrachtet. In zwei und drei Di-
mensionen kommt insbesondere die Rotationsbewegung als neues Phdnomen dazu.
Als Vorbereitung der Beschreibung des Wasserstoffatoms, in dem ein leichtes Elek-
tron um ein schweres Proton kreist, betrachten wir allgemein die Beschreibung von
Kreisbewegung in der Quantenmechanik. Eine weitere Anwendung, in der Kreis-
bewegungen eine Rolle spielen, ist die Beschreibung der Rotationsbewegung von
Molekiilen.

18 Drehimpuls und Drehimpulsoperatoren

Als einfachstes Beispiel betrachten wir die Kreisbewegung eines Teilchens in der
xy-Ebene

Klassisch entspricht dieser Bewegung der Drehimpuls

L=mFxXT=Fxp (18.1)
mit
x Do 0
r=\yl|; P=1|py|; L=10]. (18.2)
0 0 L,

Dabei ist der Drehimpuls L ein Vektor, der nach der "Rechten-Hand-Regel" senk-
recht auf der Rotationsebene steht.

Aus der Definition des Vektorprodukts

(C_I: X g)x aybz - azby
@xb)=|(@xb)y, | = ab, — asb. (18.3)
(@xb). azby, — ayb,
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folgt:
L,=L,=0; L,=uxp, —yp,. (18.4)

Um den quantenmechanischen Operator L, zur erhalten, ersetzen wir die klassi-
schen Impulse durch die entsprechenden Impulsoperatoren

. ho . hd
und erhalten " 3 3

éllgemein, d.h. bei Rotation um eine beliebige Achse, ist der Drehimpulsoperator
L ein Vektor

(L N
~ 7
L, z )
mit
- h 0 0
Lp==(y— — 2= 18.
= (- )| (189
. h 0 0
A h 0 0
Lo==(a——y—)| 18.1
Z i@% ym) (18.10)

Wir berechnen nun den Kommutator [ﬁm, ﬁy] Kommutatoren dieser Art spielen

eine dhnlich wichtige Rolle wie [z, p,], etc.

.. 0 0 0 0
— _p2 = L I
LoLy==h <y82 Z(‘?y) <28x x@z)

18.11
YA TR I R A W
N Vor00 Vor Yoz Oy Ox oy 0z
ﬁyﬁ$ = —R? zi — xﬁ yg — zﬁ
ox 0z 0z dy (18.12)
B Yoz 0z Ox Oy Vo2 dy 0z Oy
Damit ergibt sich fiir den Kommutator
(£0L,] = L~ L, L,
0 0 0 0
S O I N N Co
=—nh (y . xay) (xay yax) (18.13)
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D.h. es gilt
[ﬁx,iy} —ihl. (18.14)
Analog erhalten wir:
[ﬁy,iz] — il |, (18.15)
[ﬁz,ﬁm} —ihL,| (18.16)

Diese Kommutatorrelationen kénnen auch als Definition quantenmechanischer Dre-
himpulsoperatoren verwendet werden. Dieses Konzept ist allgemeiner als unsere
Ausgangsvorstellung von einem kreisenden Teilchen. Ein Beispiel fiir einen allge-
meineren Drehimpulsoperator ist der Spin von Elementarteilchen.

Eine Folgerung aus den Gleichungen (18.14) bis (18.16) ist, dass nur eine Kom-
ponente des Drehimpulses ohne Unschérfe gemessen werden kann, da die L; nicht
kommutieren. Wir kénnen also immer nur eine Komponente (konventionell Ez)
exakt spezifizieren.

Schliefslich betrachten wir noch das Quadrat des Drehimpulsoperators

P=L-L=01*+1*+1% (18.17)
Es folgt mit (18.8)-(18.10) nach elementarer Rechnung

[ﬁz,ﬁx] - [ﬁ%ﬁy] - [ﬁ%ﬁz} —0. (18.18)

L? und L, sind also ein kommutierendes Paar von Operatoren und konnen gleich-
zeitig ohne Unschérfe gemessen werden.

Alle Rotationsvorgénge lassen sich viel einfacher in sphérischen, d.h. Polarkoor-
dinaten beschreiben. Um L, in sphérischen Koordinaten auszudriicken, transfor-
mieren wir zunéichst mit den Gleichungen (17.2) bis (17.4), sowie mit Gleichung

(17.32) zunéchst die Bestandteile :Ea% und y£:

) .0 cos¥sing 0 cosp 0
0 — — — 18.1
{sm smgoarJr " 819+7*-sin198g0}’ (18.19)

costcosp O sinp 0
— — —. 18.2
r o r-sinﬁ&p] (18.20)

~ — rsind
x&y 7 sin v cos

d o . )
y— =rsindsiny [sindcos p— +
Ox or

Damit ergibt sich

. h
L, = Z l:ca—y - y%} = -5 (18.21)
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Entsprechend erhélt man:

A h .0  cosv 0

L, = - {—sm Y59 sy O go%} : (18.22)
A h 0 costd . 0

L,= - {cos Y58 " smg ™ cp%} . (18.23)

Ausgehend von den einzelnen Komponenten L,, ﬁy und L, in Polarkoordinaten
lasst sich dann auch R o o o
L?=1L,L,+ L,L,+ L.L, (18.24)

in Polarkoordinaten berechnen. Dabei ist zu beachten, dass in den Produkten IA/ZIA/Z
mit i € {z,y, z} der linksstehende Operator L; auf die im rechtsstehenden Opera-
tor L; enthaltenen Sinus- und Cosinusfunktionen wirkt.

Letztlich ergibt sich

A 1 0 0 1 o
2 _ 32 A -z
Lm = =h {sinﬁ(’?ﬁ (Sln%v) * sin2198g02} (18.25)
9*  cosV O 1 0
— _pKp2) = - 4 - =
= h {8192 * sin ¥ 99 * sin2196<p2} ' (18.26)

Man sieht noch einmal, dass L, und L? kommutieren, da die Sinus- und Cosinus-
funktionen in L? nicht von ¢ abhingen.
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19 Eigenfunktionen von L, und L?
Wir lernen hier ein weiteres elementares Beispiel von Quantisierung kennen.
19.1 Eigenwertgleichung von L,
Die zu L, gehorende Eigenwertgleichung ist
Lp(p) = Mp(p) |, (19.1)
also 59
e =\ 19.2
i6¢<w U(p) (19.2)
bzw. 5 "
7
— = — ) 19.3
a@ww» Fv(0) (19.3)
Die Losung ist offensichtlich .
P = Aei®, (19.4)

wobei A eine Normierungskonstante ist. Damit die Losungsfunktion eindeutig ist,

muss

V(g +21) = Y(p)

(19.5)

gelten. Dies ist wieder eine Randbedingung fiir die Losungsfunktion (). Die Rand-

bedingung fiithrt zur Quantisierungsbedingung:

Y+ 2m) = AeRAETI) = AeiMeiAT = o2y () = 4h(p).

Diese Bedinung ist fiir

i

27r)\:1
d.h. fiir

A

5 =m, meZ

erfiillt. Die moglichen Eigenwerte A sind damit

N=mh, m=0+142, .

Die zugehorigen Eigenfunktionen sind also

Um(p) = A,,e™ |,

(19.6)

(19.7)

(19.8)

(19.9)

(19.10)
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Der Normierungsfaktor A,, ergibt sich mit der Normierungsbedingung

2m 27
L= (Y| thm) = Afn/dap e imeeme = Afn/dgo 1=A2 2r (19.11)
0 0
zu A,, = ——. Der Drehimpuls L, ist somit quantisiert: jede Messung von L,

21
kann nur ein Vielfaches von A liefern.

Energie des starren Rotators in der ry-Ebene:

Wir betrachten ein Teilchen der Masse m, das sich auf einer Kreisbahn mit festem
Radius 7y in der zy-Ebene bewegt.

A -
y p
f.’
X
Es gilt
|7] = ro (19.12)
und
rLp. (19.13)

Die Energie E des Teilchens ist die zur Kreishewegung gehdrende kinetische Ener-
gie

1 1 1
E=-mv’=—p*=—(p+p%). 19.14
s’ = 5p” = o (0 + 1)) (19.14)
Der klassische Drehimpuls L ist durch
. Ypz — Zpy
L=rxp=|zp, — ap. (19.15)
LDy — YDz

gegeben. Da die Bewegung in der zy-Ebene stattfindet, gilt z = 0 und p, = 0 und
damit
L,=0 und L,=0, (19.16)
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wahrend
L. =xp, — yp. (19.17)
L? = 2*pl + y°p} — 2xyp.p,
= 2%p + y’ph — 2xypepy + Y0, + 0 — 2P — Y7,

= (®+9°) (P2 + D)) — (xps + ypy)° (19.18)
=g’ — (7 )’
= rop? (wegen 7Lp).

Damit kénnen wir die Energie F durch

1 1
L? = _—1I7? (19.19)

mit dem Tréagheitsmoment

0 =mrg (19.20)
schreiben. Die klassische Hamiltonfunktion ist damit durch
= L = LL; (19.21)
C2mr? 20 '
gegeben. Der quantenmechanische Hamiltonoperator ist dann
N 1 -
H=_——L? 19.22
51 (19.22)
und die Eigenwertgleichung fiir die Energiezusténde
1 -
— L2 =F 19.23
120 = By (19.23

ist der Eigenwertgleichung (19.1) fiir L. sehr dhnlich, d.h. aus L.y = mhap folgt
sofort L% = m?2h*y). Die Eigenfunktionen () von L, sind also auch Eigenfunk-
tionen von H mit den Eigenwerten

1
— 20"

Dies ist analog zur freien Bewegung: Impuls-Eigenzustinde sind auch Energieei-
genzustinde.

E,, 2R? |, (19.24)

Alle Zustéande mit m # 0 sind zweifach entartet: ¥, und ¥ _,, haben die gleiche
Energie. Die beiden M6glichkeiten entsprechen verschiedenem Drehsinn.

Abschlieffend betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsdichte eines Teilchens im
m~ten Drehimpulszustand. Es ist

1
o
unabhéngig von ¢. Wir haben also keinerlei Information iiber die Position des
Teilchens. Kenntnis des Drehimpulses schliefst Kenntnis des Ortes aus.

[Um(@)]* = |Am|* e 2™ = |Ap|* = (19.25)
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19.2 Eigenwertgleichung von L2

Wir wollen die Losung dieser partiellen Diffentialgleichung zweier Variablen fiir
allgemeine Drehbewegungen im dreidimensionalen Raum hier nicht explizit durch-
rechnen. Dies ist ein Problem der mathematischen Physik. Die Losungen sind die
Kugelflichenfunktionen Y},, (Wellenfunktionen eines Teilchens auf einer Kuge-
loberfliche) Wir diskutieren hier deren Eigenschaften, fiir nihere Details siehe z.B.
Levine §5.3. Es gilt

simd a9 \> V89 sin ) D2 m\V, ) = im(\V, @ .

mit
1=0,1,2,...
Die Yj,, (9, ) sind damit auch die Eigenfunktionen von L?:

LY (9, ) = B+ 1)Yin (9, ) | (19.27)

Sie sind explizit gegeben durch

1
2041 (= mD'> pimi ‘
Yim (0, ) = P 9) em? 19.28
() == [P P cos ) e (19.25)
mit
e=(=1)" fir m>0 und e=1 fir m<0
sowie

[=0,1,2... und m=—l,—l+1,...,0,....,0— 1,1,

d.h. die Losungen sind (2[ + 1)-fach entartet. Dabei stellt das hochgestellte |m| in
Pl‘m| einen Index und keine Potenz dar. Da die Pllm‘ reell sind gilt:

)/l—m(ﬁv 90) = )/l*m(ﬁa 90)' (19'29)

Die Pl‘m|(cos ) sind die sogenannten assoziierten Legendre-Polynome. Fiir m = 0
reduzieren sich die Y}, auf die Legendre-Polynome

20+ 1
47

) ’ Py(cos ) (19.30)

Yio(9) = (

mit P, = PP. Aus der expliziten Form der Y},,(, ) aus Gleichung (19.28) folgt
sofort

L.Yi (0, 0) = mhYin (9, ) | (19.31)

Die Y}, (7, ¢) sind also Eigenfunktionen sowohl von L? als auch L. Dies ist moglich,
da L? und L. kommutieren.
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Abb. VI.1: Klassisches Bild der Projek-
tionen des Drehimpuls—Vektors
auf die z—Achse fiir [ = 2. Bei kon-
stantem Betrag von |L| = V2
kann L, fiinf verschiedene Werte
annehmen.

Die Quantenzahl [ legt den Betrag des Drehimpulses fest, der dem Eigenwert von
L? entspricht:
RA(I+1), 1=01,2... (19.32)

Die Quantenzahl m legt die Projektion des Drehimpulses auf die z—Achse fest und

ist durch den Eigenwert
mh, m=—l,...,1 (19.33)

von L, gegeben.

Die Werte von L, und L, sind vollkommen unbestimmt, da sie der Unschérfere-
lation unterworfen sind. Eine anschauliche Darstellung, das Vektormodell, ist in
Abbildung VI.1 gezeigt.

Die Energie des starren Rotators in drei Dimensionen:

Wir betrachten die Bewegung eines Teilchens der Masse m auf einer Kreisbahn
mit festem Radius ry. Die klassische Hamiltonfunktion, die die Energie des starren

Rotators liefert, ist
1 1
L?=_—L" 19.34
2mrd 20 ( )
Der zugehorige quantenmechanische Hamiltonoperator der dreidimensionalen Ro-
tation ist

H =

A ~

o jaN 5 z _LAQ
H = o5 (7= p)(rx p) = 55 17| (19.35)

Die Y, (9, ) sind also auch die Losungen der (zeitunabhéngigen) Schrodingerglei-
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chung fiir die Rotation in drei Dimensionen

N K2
HYim(9, ) = 5511+ 1)Yim (9, 9) | (19.36)
Der Energieeigenwert,
h2
E=—Il(l+1 [=0,1,2... 19.
l 2@(+)7 077 (937)

hangt nicht von m ab. Wegen m = —[, ..., [ gibt es also 2] + 1 Eigenfunktionen zu
E;: der Energiecigenwert Ej ist (21 + 1)—fach entartet. Die Energie der Rotation

A

héngt nicht von der Orientierung von L relativ zur z—Achse ab.

Abschliekend bemerken wir, dass die Y, (¢, ) eine Beispiel fiir ein orthogonales
und vollstindiges System von Eigenfunktionen sind. Insbesondere gilt die Ortho-
gonalitatsrelation:

2m m
/ng /dﬁ sin }/l:ﬂ(’ﬁ, Sp)l/l’m’ (19, QO) = 5ll’5mm’- (1938)
0 0

Eigenschaften und anschauliche Interpretation der Y;,,(J,¢) werden wir im Zu-
sammenhang mit Atomorbitalen noch ausfiihrlich diskutieren.

Tabelle VI.1 zeigt die expliziten Ausdriicke fiir die niedrigsten Y}, (9, ) mit [ =
0,1,2,3.
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1
[=0 Yo=—= (19.39)
4
4
3
Yio = yp cos
\V 4r
l=1 (19.40)
3
Yisgi=F o sin Ye*i®
4
5
= [ (oo -}
15 )
=2 Yox1 = Fy/ = sin ¥ cos e (19.41)

1 /15 A
\}/2:&2 = Z % Sin2 'l?e:tQZSO
(}/30 = @/ﬁ (% cos ) — %Cosﬁ)

1 /21 .
Yap, = :FT / y (4(:os2 Ysind — sin® 19) etie

1=3 (19.42)
105 . , +2i
—— sin” ¥ cos JeT4¥
27

1 /35 4
\ng:tg = :FZ o sin® Y3

Tabelle VI.1: Kugelflichenfunktionen Y, (¢, ¢)

ot

Y310 =

e~ =

o




VI 19. EIGENFUNKTIONEN VON L, UND [2 112

Paare Y},,,, Y;_,, von Kugelflachenfunktionen, bei denen sich die beiden beteiligten
Kugelflachenfunktionen nur durch das Vorzeichen der magnetischen Quantenzahl
unterscheiden, konnen zu reellwertigen Funktionen Y; kombiniert werden:

}701(197 ()0) = }/00(197 ()0)

Yii(9,0) = Yi(d, )

Yia(9,0) = % (=Y (9, ¢) +Y1-1(9, 9))
Yi3(9,0) = % (Y11(9, ) + Y1-1(9, ¢))
Yor(9,0) = You(d, )

Die Funktionen Y}; sind wie die Kugelflichenfunktionen Y}, Eigenfunktionen zum
Quadrat L2 des Drehimpulsoperators, aber im Unterschied zu den urspriinglichen
Kugelflachenfunktionen keine Eigenfunktionen mehr zur z-Komponente L, des
Drehimpulsoperators.

Multipliziert man die reellwertigen Linearkombinationen Y;; von Kugelflichenfunk-

2;1:1 !, so erhilt man sogenannte raumliche Harmonische C!, die in

der Quantenchemie héufig verwendet und etwas ungenau als s—, p,—, Py, P>
d,2—, dgs, dy.—, dy2_p2—, dyy—Orbitale bezeichnet werden, obwohl der Radialteil
des Orbitals in ihnen nicht enthalten ist:

o = s(f) = 1 — VA7 Yoo (9, )

tionen mit

i = ) = 2 = /B Yo, ¢)

G = p) = @ = i 5 (Yul,9) + Vi, 9))
Ci) = ) = v = B S (@, 0) + Va0, 9))

CHR) = da() = 3322—1") = /B Vu(0,¢)

G = d = VB = B L (Y (,9) + Yo (0,9)
C3F) =  dy = By = ER L (Vuld,0) + Yaa(0,9)

CHR) = dp_p = WA —1) = /52 L (V0 0) + Yaa(V,9))

G = dyy = VBuy = B L (Y0, 0) + Yo a0, 0))

bzw. allgemein

(_1)m}/l,\m\(197 90) + Yi,f\m\(ﬁv ()0)]
<_1)m+1Y2,\m\<ﬁv ()0) + Yz,—\m\<ﬁ7 ()0)] .
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Das Wasserstoffatom, bestehend aus einem Proton und einem Elektron, ist das
einfachste Atom und auch das einzige, das wir quantenmechanisch exakt behandeln
kénnen, wenn man von Ionen (He™, Li*T, Mgt etc.) absieht, die ebenfalls nur ein
Elektron enthalten und die wir durch das Einfiihren einer Kernladungszahl Z mit
beriicksichtigen. Fiir das Wasserstoffatom kénnen wir die stationdren Zustdnde
eines Elektrons, die sogenannten Atomorbitale, exakt berechnen. Die Resultate
sind aufserordentlich wichtig als Basis von Modellvorstellungen, die sich qualitativ
auf komplexere Atome sowie Molekiile iibertragen lassen.

Die Bewegung des Elektrons im Wasserstoffatom ist im wesentlichen eine Rotation
um den Atomkern. Mit der Behandlung der Rotation im dreidimensionalen Raum

(ﬁQ, iz> im letzten Kapitel haben wir bereits wesentliche Voraussetzungen fiir die
quantenmechanische Behandlung das Wasserstoffatoms geschaffen.

20 Hamiltonoperator

Wir betrachten ein Elektron, das mit einem Proton bzw. mit einem Kern der
Ladung Z iiber die Coulombkraft wechselwirkt. Da die Masse m, des Protons,
bzw. die Masse eines anderen Atomkerns viel grofer als die Masse m, des Elektrons
ist, z.B. m, =~ 2000 m,, ist es eine gute Naherung, die kinetische Energie des
Protons zu vernachlassigen, d.h. das Proton bzw. der Kern ruht im Ursprung.
Damit liegt ein Einkdrper-Problem vor. Genauer gesagt haben wir eine Separation
in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten vorgenommen, siehe Levine, §6.3.

Der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms ist durch

. R2 -
H=— 2 20.1
meV + V(r) (20.1)
mit
Ze? 1
V = — - 20.2
(r) Trer (20.2)

gegeben. Das Potential ist das elektrostatische Potential (Coulomb—Potential) zwei-
er Punktladungen @) und () im Abstand r

1 1@,

dmeg 71

: (20.3)

wobei €y die Dielektrizitéitskonstante des Vakuums (y = 8.85419 x 10712:=) dar-
stellt. Im Fall eines wasserstoffartigen Atoms ist (); = Ze die Ladung des Atom-
kerns und () = —e die Elementarladung des Elektrons. Das Potential V' hingt
nur vom Abstand vom Kern ab und weist daher sphérische Symmetrie auf. Diese
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legt es nahe, von kartesischen auf Kugelkoordinaten iiberzugehen. Wird der La-
placeperator A = V2 in Kugelkoordinaten ausgedriickt (sieche Ubungen), so ergibt
sich der Hamiltonoperator des Wasserstoffatoms in Kugelkoordinaten:

. R(® 20 2
= { n }+ LV, (20.4)

om, | Or2  ror 2mer?
Gleichung (20.4) zeigt, dass der Hamiltonoperator eine Summe ist, die aus Teilen
besteht, die einerseits nur vom Abstand r, 5—2{ Lo 4 %%} und V(7), und

2me | 72 Or2

andererseits, abgesehen vom Faktor ﬁ, nur von den Winkeln ¥ und ¢ im Dre-

himpulsoperator L abhéngen. Aus der Form des Hamiltonoperators folgt, dass er
mit dem Quadrat des Drehimpulsoperators sowie dessen z-Komponente L, kom-
mutiert und Eigenzustédnde des Hamiltonoperators gleichzeitig als Eigenzusténde
zu L2 und L, gewahlt werden konnen. Bezeichnen wir die Wellenfunktionen der
stationdren Zustédnde des Wasserstoffatoms mit ¢, so ergibt sich die stationére
Schrédingergleichung

H ¢(r,9,9) = E ¢(r,9,¢). (20.5)
Wir machen jetzt den Produktansatz
¢(r,0,0) = R(r)Ym(V, ¢) (20.6)

zur Separation von Radial- und Winkelkoordinaten. Die Y}, (9, ) stellen dabei
die im vorigen Kapitel besprochenen Kugelflichenfunktionen dar. Einsetzen des
Ansatzes (20.6) in die Schrodingergleichung (20.5)

o[o? 20\ Rl(+1)1
|:_ 2me {ﬁ * ;E} + Tﬂleﬁ + V(T) R(r)}/lm(ﬁ’ (‘0) o ER(T)YEm(ﬁa SO)
(20.7)

liefert die Radialgleichung fiir die Radialfunktion R(r). Bringen wir ER(r) auf die
linke Seite der Gleichung, multiplizieren mit Y, (9, ) und integrieren iiber die
Winkelfreiheitsgrade erhalten wir die Gleichung

_2’2 PAAHD L oy = 29 L p0y — BRIy = 0. (208)

B 4meg r
Damit haben wir die Winkelfreiheitsgrade absepariert und eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung fiir den Radialteil R(r) erhalten, d.h. eine Differentialgleichung,
die nur noch von einer Koordinate abhéngt, namlich r. Als néchstes fithren wir die
Koordinatentransformation

[R/’@)%R'(r)% s

VA Qo
= bzw. = — 20.9
s aor A r=—s (20.9)

mit
ds A d_dsd_Zd

— und —

@s - - 20.10
dr  ag dr drds agds ( )

durch und erhalten

Z* h?

2R 5 72
at  2m, s? ap 4mey s

{ms) i gms)} T
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mit R(r) = R (%s) = R(s) und dem Bohrschen Radius

h?47e,

mMee?

ap = (20.12)

Division durch —22h— liefert

R"(s) + %R'(s) - %Ri 2o 11 + 1) R(s) =0. (20.13)

mit der Rydbergkonstante

e? e*me

R — _ 20.14
2apdmey  2h%(47ep)? ( )

Wir betrachten nun den Grenzwert r — oo, d.h. s — oo. Da R(s), R'(s) und R"(s)

fiir s — oo endlich bleiben miissen, verschwinden fiir s — oo alle Terme, die s oder

s? im Nenner enthalten. Damit geht die Radialgleichung fiir s — oo in

R"(s) + bR(s) = 0. (20.15)
iiber. Die Losung dieser Differentialgleichung ist fiir b < 0
Y(s) = etV (20.16)
und fiir b > 0
Y(s) = e*Vb (20.17)

Der Fall b < 0 entspricht £ < 0, der Fall b > 0 dagegen E > 0.

Fir £>0mit
R(s) ~ eV = cos (\/BS) + ¢sin (\/BS) (20.18)
gilt 3
lim R(s) % 0 (20.19)
5—00

und damit ist die Radialfunktion nicht normierbar. In diesem Fall entspricht R(s)
nichtgebundenen Zusténden, sogenannten Streuzustinden, die hier nicht weiter
betrachtet werden sollen. Fiir £ < 0 mit

R(s) ~ etV = ¢+Cs (20.20)
und
1 2 4reg
I B e 20.21
C\/b\/ZQCLOe2 (20.21)

—C's Cs

im Grenzfall
—Cs in Frage.

ist die Radialfunktion nur fiir e normierbar, wihrend sie fir e
s — oo gegen unendlich geht. Damit kommt nur die Losung R(s) = e
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Als néchstes machen wir jetzt den Ansatz

R(s) = M(s)s'e™“* (20.22)

fiir die Radialfunktion. Als Ableitungen nach r ergeben sich fiir [ < 2

R'(s) =M'(s)s'e™C% + IM(s)s"Le % — CM(s)s'e™C", (20.23)

R"(s) =M"(s)s'e™ % + 21M'(s)s" " Le™ % — 20 M’ (s)s'e 5+ (20.24)
I(1 —1)M(s)s"2e " — QCZM(s)sl_le_CS + C?M(s)sle ", .

Einsetzen in die Radialgleichung (20.13) liefert
sle O {sM” + [(20 +2) — 2Cs) M’ +[2 — 2C — 2CI) M} = 0. (20.25)

Fiir [ = 0 und [ = 1 ergeben sich einfachere Ausdriicke fiir die Ableitungen als die
angegebenen, siche Ubung. Werden diese in die Radialgleichung (20.13) eingesetzt,
wird ebenfalls Gleichung (20.25) erhalten, die damit fiir alle méglichen Werte I > 0
gilt.

Die Differentialgleichung (20.25) muss fiir alle Werte von s erfiillt sein. Da s'~1e=¢* >
0 fiir s > 0, muss der Ausdruck in den geschweiften Klammern von Gleichung

(20.25) Null sein, d.h.
{sM"(s) +2(l+1)M'(s) —2CsM'(s) + (2 —2C — 2C1) M(s)} =0  (20.26)

Wir machen jetzt einen Potenzreihenansatz fiir die gesuchte Funktion M (s):

M(s) = bo+bis +bys® +bs” +... = > bis' = by, (20.27)

o0

M'(s) = by + 2bys + 3bys® + ... = Y ibis"" (j+ )b, (20.28)

I
(F

i=1 7=0
M"(s) =2by +3-2bss + ... = Zz(z —1)bs' 2 = Z(g +1)jbjp18 !
i=2 j=1

[
Mg

(j + 1)jbj18’ " (20.29)

<.
Il
o

Die beiden zuletzt aufgefiihrten Formen der M”(s) darstellenden Summe werden
aus der urspriinglichen Summe durch Anderung des Summationsindex j + 1 = i
bzw. das Hinzufiigen des Terms j = 0 (der Null ist) erhalten. Setzen wir die obigen
Ausdriicke fiir M(s), M'(s) und M"(s) in Gleichung (20.26) ein, so erhalten wir

D LG+ Dbjr + 21+ 1)(f + Dby + (2 = 2C = 201 — 2C5) bj] s = 0.
7=0

(20.30)
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Damit Gleichung (20.30) fiir alle Werte von s erfiillt ist, miissen alle Koeffizienten
vor den Potenzen s’ in der Summe in Gleichung 20.30 gleich Null sein. Damit muss
fiir alle 5 die Beziehung

2C + 201+ 2Cj — 2
bjt1 = -

G+ +20+D)G+1) 7 (20.31)

gelten. Die Gleichung (20.31) stellt eine Rekursionsbeziehung dar. Wird ein Wert
fiir by gewahlt, so ergibt sich mit Gleichung (20.31) daraus ein Wert fiir b;. Wird
letzterer in Gleichung (20.31) eingesetzt, so wird by erhalten. Der Koeffizient by
kann dann wieder in Gleichung (20.31) eingesetzt werden usw. D.h. aus by folgen
alle anderen Koeffizienten und damit M (r). Die Wahl von by entspricht dem Fest-
setzen eines Vorfaktors in M(r). Bis auf diesen Vorfaktor ergibt sich aber fiir jede
Wahl von by die gleiche Potenzreihe M(r).

Als néchstes untersuchen wir die Konvergenz der Potenzreihe. Nur wenn die Reihe
fiir alle Werte von r konvergiert, definiert sie fiir alle Werte von r eine Funktion
M (r). Dazu betrachten wir das sogenannte Quotientenkriterium:

. bin ) 20+ 2C1+2CH5 — 2
lim —— = lim — -
imoo by gmeo j(J A1) +2(14+1)(5 + 1)

20 li E:O.

(20.32)

im - m —
j=ooj+14+2(l+1) joo g

Da der im Quotientenkriterium betrachtete Grenzwert unabhéngig von s, d.h. fiir
alle Werte von s, Null ergibt, definiert die durch die Rekursionsbeziehung aus
Gleichung (20.31) gegebene Potenzreihe eine Funktion M(s) fiir alle s.

Als néchstes stellt sich die Frage nach dem asymptotischen Verhalten der Funktion
M (s) fiir s — oo. Dazu vergleichen wir M (s) mir der Funktion 2%

(2CY 51 (20) 1! sit1
. + ,
j! (7+1)!
und betrachten wieder den im Quotientenkriterium auftretenden Quotienten

d; 2C 2C
it T fiir grofse j. (20.34)
dj  j+1

265 =14+20s+...+

= do + d1$ + d2$2 + ... (2033)

D.h. fiir die Potenzreihe von M (s) wie fiir die Potenzreihe von €2¢* gilt fiir grofe

‘ d; b; . .
Werte von j, dass -5+ = % bzw. ~* = % Das bedeutet, dass beide Funktionen
J J

fiir groke Werte von s , bei denen Potenzen s/ mit grokem j die Reihe dominieren,
das gleiche Verhalten haben, d.h.

M(s) ~ e2* fir r — oo. (20.35)
Fiir die gesamte Radialfunktion R(s) gilt somit

R(s) ~ e~ 3sle?0s = 5leCs. (20.36)
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Es gilt damit
lim R(s) = lim s'e”* =
T—00 S§—00

da C' > 0 fir F < 0, siehe Gleichung (20.20).

00, (20.37)

Wenn R(s) fiir s — oo gegen unendlich geht, ist R(s) nicht normierbar und stellt
damit auch keine akzeptable Losung der Schrodingergleichung (20.7) dar. Die ein-
zige verbleibende Moglichkeit ist, dass die Rekursionsbeziehung aus Gleichung
(20.31) abbricht, d.h., dass sie b;1; = 0 fiir irgendein j = k liefert. Dann sind
alle hoheren Koeffizienten by o, by 3, usw. aufgrund der Rekursionsbeziehung auch
Null und M(s) ist ein Polynom in s vom Grad k. Dann gilt

lim R(s) = lim e~ *r'M(s) = 0, (20.38)
5§—00 5§—00
da die Exponentialfunktion e~¢* die Radialfunktion R(s) fiir grofe s dominiert.
Die Rekursionsbeziehung aus Gleichung (20.31) bricht ab, wenn der Zahler fur
einen Wert von j = k£ Null ergibt, d.h. wenn

20 +2C1+2Ck—-2=0 (20.39)
Cl+1+4+k)=1 (20.40)

1
- 20.41
¢ k+1+1 (0 )

1
== 20.42
C=- (20.42)

mit

n=k+1+1. (20.43)

Dak >0und ! > 0 gilt n > 1, dh. n € N. Die Zahl n stellt eine Quanten-
zahl, die sogenannte Hauptquantenzahl dar. Sie steht in folgender Beziehung zur
Drehimpulsquantenzahl [ und der Zahl k, die angibt, bei welchem j die Rekursi-
onsbezichung (20.31) abbricht.

n=1 = k=0,1=0 (20.44)
n=2 = k=0,l=1loderk=1,1=0 (20.45)
n=3 = k=0,l=2oderk=1,l=1oderk=2,1=0 (20.46)

D.h. fiir die Drehimpulsquantenzahl [ gilt:
0<l<n-—1. (20.47)

Die Konstante C, die durch die Quantisierungsbeziechung in Gleichung (20.42)
gegeben ist, bestimmt geméf Gleichung (20.20) die Energie F,, der Losungen der
Schrodingergleichung (20.5) des Wasserstoffatoms mit der Hauptquantenzahl n.

1 1
E,=-C%=
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Damit ergibt sich die Energie als

1
E,=—-—7?R| (20.49)

n2

Zu einem Wert von n gibt es n? Losungen (mit 0 < [ < n — 1 und mit magneti-
schen Drehimpulsquantenzahlen m mit —I < m < [) mit gleicher Energie, d.h. die
Energieniveaus FE, sind n?-fach entartet. Mit der Quantisierungsbedingung (20.42)
geht die Rekursionsbeziehung (20.31) in

2 j+l+1-—n
biig = — b;. 20.50
T nGrnG 22’ (20.50)

iiber. Setzen wir das Polynom M(s) = L2 !(s), das sich aus der Rekursionsbe-

ziehung fiir eine bestimmte Wahl von n, [ und des Koeffizienten b, ergibt, in den
Ansatz aus Gleichung (20.22) fiir die R(s) und die resultiernde Radialfunktion
R(s) in den Ansatz aus Gleichung (20.6) fiir die vollstindige Wellenfunktion ¢ ein,
so ergibt sich bei Wahl einer magnetischen Drehimpulsquantenzahl m die zu den

Quantenzahlen n, [ und m gehorende Wellenfunktion des Wasserstoffatoms
Guim (5,9, ) = =Ny € ns' L5 (8)Yim (9, 0) (20.51)

Dabei stellt N, eine Normierungskonstante dar, die sicherstellt, dass die Wellen-
funktion ¢,,,, normiert ist. Die Polynome Iiffill und in der Folge der Normierungs-
koeffzient an héngen von der Wahl des Anfangskoeffizienten by ab. Des weiteren
haben die Polynome bedingt durch die Wahl der Koordinate s noch nicht die
Form, die tiblicherweise in der Radialfunktion von Wellenfunktionen des Wasser-

stoffatoms verwendet wird. Wir fiihren daher die Koordinatentransformation

_Z 20.52
p=_5 ( )

durch. Fiir die Polynome M = Eilj:ll ergibt sich

I/QZ—H(S) = bo + b1$ + b282 + e

S 5 LG R (G

:co+clp+02p2—|—...

=Ly (p)
mit .
¢ = (ﬁ> b (20.54)
2
Multiplizieren wir die Rekursionsbeziehung (20.50) mit (%)jH, ergibt sich die Re-

kursionsbeziehung
jHl+1—n
Civ] = — - C; 20.55
M GHDG+2A+2) (20.55)
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20+1

fir die Koeffzienten c¢; der Polynome L.

Rekursion startet, wird dabei als

(p) Der erste Koeffizient ¢, der die

[(n+ D)1
Y P YDy (20.56)

gewahlt. Mit den Polynomen Lffjll (p), den sogenannten LAGUERRE-Polynomen,

erhalten wir die Wellenfunktionen des Wasserstoffatoms als
(bnlm(pv 197 @) = Nu e*%p pl Lilj—rll (p) Y2m<197 @) (2057>

Dabei stellt N,; eine Normierungskonstante dar, die auch die beim Ubergang von

st zu p! auftretenden Faktoren von (%)l berticksichtigt. Riicktransformation auf

die urspriingliche Koordinate r, d.h.

2 27
liefert schliefilich
27r 27 t 27
aim (1,0, 0) = =Ny e 2ne0 [ ¢ | LEH( Z=p ) Vi (0 20.59
(b l <T7 7()0) 1 € 0 (naor) n-+l naor l ( 7()0) ( )

Die energetisch niedrigsten Eigenzustdnde des Wasserstoffatoms sind:

1s: ¢100 (7’, 19, QO)

251 Paoo(r,0,0); 201 Pa—1(r,9,0) Pao(r,0,0)  Para(r, U, )

351 ¢z00(r, 0, 0); 3p: Ps1-1(r, 0, 0) da0(r, 0, @) G (r, Y, 0)
3d: ¢go-o(r,0,0) @P32-1(1,7, )

Dabei wurden die iiblichen Bezeichnungen ns, np, nd, etc. fiir die Eigenzustén-
de, die sogenannten Orbitale eingefithrt. Die zugehorigen LAGUERRE-Polynome
erhalten wir mit der Rekursionsbeziehung aus Gleichung (20.55) zusammen mit
Gleichung (20.56) fiir ¢g. Es ergibt sich beispielsweise:

n=1 [=0
o [(1+0) -
T A-0-DI(2-041)
04+0+1—1
pu— p— —1:
‘4= 0rn010.252 @~ =0
n=2 =0
[(2+0)1]?
Co = — :—4
2-0-1)!(2-0+1)
040412 (1 (c4) =2
(0+1)(04+0-24+2) 2
14+0+1—2
o = O+ 1 =0-2=0

1+1)(1+0-2+2) ¢
Ly(0) = —4 + 20.
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21 Eigenschaften der Losungen, Atomorbitale

21.1 Eigenwerte und Quantenzahlen

Die Energieeigenwerte

Z’Ra
E,=-=23% n=123... (21.1)

héngen nur von n ab, nicht von [ oder m. Die Quantenzahl n heilst Hauptquanten-
zahl, die Quantenzahl [ heiflt Drehimpulsquantenzahl und die Quantenzahl m heifst,
wegen der Aufspaltung der m-fachen Entartung der Eigenzustdnden des Wasser-
stoffatoms zu gegebenen n und [ durch Magnetfelder, magnetische Quantenzahl.
Die Anzahl von drei Quantenzahlen korrespondiert zu der Tatsache, dass wir ein
dreidimensionales Problem vorliegen haben. Die Quantenzahlen laufen iiber die
Werte:

n=12.3,...
1=0,1,2,..n—1
m=—l,—(1—1),...,0,...,(1—=1),1

Fiir die niedrigsten Energieniveaus haben wir folgende Quantenzahlen und No-
menklatur:

Orbital Quantenzahlen Entartung
1s n=1 =0 m =20 nicht entartet
2p =1 m =0,=+1 4-fach entartet
3s n=23 1=0 m =0
3p = m=0,=+1 9-fach entartet
3d [=2 m=0,+1,+2
4s n=4 =0 m =0
4p [ = m =0,=+1 16-fach entartet
4d [=2 m=0,+1,+2
4f [=3 m=0.+1,4£2,43

Der Energieeigenwert £, ist also n-fach entartet, d.h. es gibt n? Orbitale mit die-
ser Energie. Die Tatsache, dass die Energie nicht von m abhéngt, ist eine Folge der
Symmetrie (Kugelsymmetrie). Die Tatsache, dass die Energie nicht von [ abhéngt,
ist eine spezielle Eigenschaft des Coulomb—Potentials V () ~ % Fiir andere Poten-
tiale V(r) héngt die Energie von n und [ ab, d.h wir haben die Energieeigenwerte
Enl-
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21.2 Eigenfunktionen (Orbitale)

Mit
Cifez (27 1\ 27
¢nlm(7‘7197 90) - Rnl(r)}/lm(ﬁasp) = —1IVp € 2("a0> <n—ao’f‘) Lil:—ll (H—CLQT) }/lm(ﬁasp)
(21.2)
lauten die ersten Orbitale fiir das Wasserstoffatoms:
1 Z\?2 _zr
Is: ¢uoo(r, v, ¢) = Rio(r)Yoo (¥, ) = ﬁ a0 e 0, (21.3)
3
1 Z\?2 A _Zr
25 om(rnd.) = R )¥anl0p) = = (2) (2 Zr) e, (21a)
1 [(Z\*Z _o=
2p : ¢210(T7 197 SO) = RZl(T)YiO(ﬁv 90) = 4\/% a_o (I_Qre 240 COS 197 (215)
3
1 (Z\2 Z _zr . ;
Po141(r, 0, ) = Ror (1)Y11 (0, @) = ;—ﬁ <a_) a—re 200 sin YeT . (21.6)
0 0

1 (2N (Z\® 2.,
3d : ¢320(7’7 v, 90) = R32(7’)Y20("l9, <P) = —7r ] e 39 (3cos i — 1) )

8167 \ao

" (21.7)

e

A
G221 (7, U, ) = Rz (r) Yo (9, ) = 8?&% (a_o)

" (21.8)

1 Z\*(Z Y —EL .2 g 42
G3242(r, 0, ) = Rsa(1)Youa (0, @) = 162 /7 (a_o) (a—ofr) e 3e0 sin” Je .
(21.9)

Als nachstes diskutieren wir die Wahrscheinlichkeitsdichte

Wnlm<r7 197 ()0) = ¢;lm<r7 797 ¢)¢nlm<ra 197 @) = ‘(bnlm('f’, 19, QO) |2 s (2110)

die gemaf Postulat 1 die Wahrscheinlichkeit beschreibt, das Elektron in einem
Volumenelement um die Stelle 7, ¥, ¢ zu finden. Da das Elektron die Ladung —1
(in atomaren Einheiten) besitzt, konnen wir die Wahrscheinlichkeitsdichte auch als
negative Ladungsdichte interpretieren. Da ¢, (7, ¥, p) die Variable ¢ nur in dem
Faktor ™% enthilt und ¢, (1,9, p)* damit die Variable ¢ nur in dem Faktor e =¥
enthalt, ist die durch ¢}, (1, U, ©)pm(r, U, ¢) gegebene Wahrscheinlichkeitsdichte
wegen e~ "Pe™¥ = 1 unabhingig von o.

Wir fragen insbesondere nach der Wahrscheinlichkeit, das Elektron in der Kugel-
schale zwischen r und r+dr zu finden. Diese Wahrscheinlichkeitsdichte, die radiale
Wahrscheinlichkeitsdichte W,,;(r), wird durch Integration tiber die beiden Winkel

Z \? _z . 4
—71 | e 3% sin cos e’

Y
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Abb. VII.1: Die Radialfunktionen R,;(r) fiir n = 1,2, 3.
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¥ und ¢
o ™
W(r) = /dgp/dﬁ sin 92 | Gpim (1, 9, cp)|2 (21.11)
0 0 )
Integral iiber Kugelfliche
erhalten.

In Gleichung (21.11) haben wir verwendet, dass das Volumenelement dV = dzdydz
in Polarkoordinaten durch

dV = r? sin 9drdid 21.12
@

gegeben ist. Das Integral iiber den Raum ist durch

[a. /dz /dy /dx / jdﬁm]”d_ _—

gegeben. An der Stelle der Punkte hinter dem Integralzeichen folgt die Funktion,
iiber die integriert wird. Betrachten wir nur die Integration

™ 2 2 2 ™
/d’r’sinﬂ/dqﬁl :/sinﬁ‘dﬁ‘ /d(b = /d(b /sinf&‘dﬁ‘ (21.14)
0 0 0 0 0
der konstanten Funktion 1, so folgt mit
/sin"&‘dﬁ‘ = —cost|g=1—(—1)=2 (21.15)
0
und
2
/d(b = 2m, (21.16)
0
dass _ .
/sinﬁdﬁ/dgb:élﬁ (21.17)
0 0
ist. Fiir eine Funktion f(r), die nur von r abhéngt, bedeutet dies
/dz/dy/dxf / /dﬁsmﬁ/dcpf()
2
= /Terf(r)/dﬁsinﬁ/dgo (21.18)
0 0 0

o0

47?/T2drf(r).

0
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Bei unserer Diskussion der Wahrscheinlichkeitsdichte liegt im Allgemeinen der Fall
einer komplizierteren Funktion vor, die nicht nur von r abhidngt. Betrachten wir
das Normierungsintegral der Orbitale

o0 T 27
1= /err/sinﬁcw/dcp Ot (150, Q) Prmu (1,9, ). (21.19)
0 0 0

Zusammen mit Gleichung (21.2) ergibt sich nach Umstellen des Integrals

o0

T 2T
1= /d’r TQRle(r) /sin"&‘dﬁ‘/d@ Y (9, 0)Yi (9, 0) | = /dr T2Ril('r’),
0 0

0 0

oo

(21.20)
da aufgrund der Normierung der Kugelflichenfunktionen Y;,,(r, 9, ), Gleichung
(19.38),

T 2
[sinvdo [ do Vi (0.0)¥im(0,0) =1 (21.21)
0 0

ist. Gleichung (21.20) zeigt, dass
W(r) = R (r) (21.22)

als radiale Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert werden kann, die die Normie-
rungsbedingung

/Wnl(r)dr =1 (21.23)

erfiillt. Fiir grofsere n und niedrige [ ist die Dichteverteilung schalenartig struktu-
riert. Fiir [ = n — 1 liegt das Maximum der radialen Wahrscheinlichkeitsdichte bei
TLQCL().

Der Mittelwert des Abstandes des Elektrons vom Kern in einem durch die Quan-
tenzahlen n und [ charakterisierten Zustand ist

(e o]

(r),, = /d’r 7 Wi(r)
0 (21.24)

[e.9]

= /dr rR%,(r).

0

Das Integral ergibt

(r),, = ”QZ"O {1 +% (1 s l)ﬂ . (21.25)

n

Es gilt also (r),, ~ "—22 fiir grofe n.
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Abb. VIL.2: Radiale Wahrscheinlichkeitsverteilung W,,;(r) eines Elektrons fiir n = 1,2, 3.
Der mittlere Abstand (r) ist jeweils durch A markiert.
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Die Hauptquantenzahl bestimmt also nicht nur die Energie, sondern auch den
Abstand des Elektrons vom Kern, was die Schalenstruktur der Elektronenbhiille
der Atome erkléart.

Als néchstes sei die Winkelabhéngigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte betrachtet.
Wie oben diskutiert hingt W,,; nicht von ¢ ab. Fiir festes r ist W,,; proportional

Y0, 9)* = [P cos)|
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2
Im folgenden ist ‘Pl‘m‘ in Form eines Polardiagramms dargestellt.:

(p)l=1,m=0: P~ cos?

‘Plo ((‘,os.9)|2 =cos’ §

I=1,m=1: P!=sinvy

‘P]’ (cosxsl)‘2 =sin’ 9

In den Polardiagrammen gibt der Abstand des dargestellten Graphen vom Ur-

2
sprung den Betrag von ’Pllm‘ ’ beim jeweiligen Winkel ¢ an. Man beachte, dass die

Polardiagramme nicht die Wahrscheinlichkeitsdichte im dreidimensionalen Raum
darstellen. Die Dichteverteilung im Raum ist schwer zu zeichnen, da man dafiir
vier Dimensionen brauchte.
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=0 I=1 1=2

W e

Abb. VIIL.3: Reelle Wasserstoffatom-Orbitale fir n = 1,2, 3. In allen Fallen sind Kontur-
flichen zum Wert 0.01 a.u. gezeigt.
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Die qualitative Form der Orbitale hangt nicht sehr wesentlich von der Form des
Potentials V' (r) ab und gilt damit ndherungsweise allgemein fiir Atome, d.h. auch
im Fall von mehr als einem Elektron. Die Kenntnis der Atomorbitale bildet die
Grundlage fiir das qualitative Verstandnis der chemischen Bindung.

In der Chemie verwendet man haufig eine leicht modifizierte Form der Orbitale, die
reellwertig und daher anschaulicher ist. Dazu gehen wir zuriick zu den Funktionen
Grim (1, Y, ) und beachten, dass wir Funktionen zu verschiedenen m geméf

l

> Cnbim(r, 0, ) (21.26)

m=—I

beliebig linear kombinieren kénnen, und dabei wieder eine Losung der Schrédin-
gergleichung zum gleichen Energieeigenwert erhalten, die allerdings keine Eigen-
funktion zur z—Komponente des Drehimpulsoperators mehr ist, wohl aber zum
Quadrat des Drehimpulsoperators. Insbesondere bilden wir

% (=P211(7, 0, 0) + 2121 (1, Y, 9))

1
= R21(7“)—2 (=Y (9, ¢) +Y11(d,9))
3 . .
(4 N\2 Jr _zr w e
= (32m) 2 (—) ki sinféli
ap QAo 2
Nt (21.27)
= (32m) "2 (—) —e 20rsindcosp
Qo Qo
3
(N2 4 _zr
= (32m)"2 <—) 2 e m0g
Qo ap
3 Roi(r)
=4/— C
T r 2(F)a

und

\/5 <¢211<T7 797 ()0) + ¢2171<7’7 197 @))

i

= Roq(r Yii(9, ) + Yi_1 (9,
21 ( >\/§< 19, ) 1-1(9, 9))
3 . .
Z\2* Zr _zr W e
= (327r)_% (—) et sing o
ag ao 21
7 %Z . (21.28)
= (32m) "2 (—) —e 2e0rsindsing
Qo Qo
3
v (ZA\? Z _zr
= (327T)75 (—) —e 2Zd0y
ag Qo
3 Rgl(T) 1
=4/ C
T r 3(7:>7
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wobei C3 und Cj die in Kapitel 19 definierten rdumlichen Harmonischen sind. Die
so konstruierten Orbitale nennen wir 2p,- und 2p,-Orbitale. Des weiteren kénnen
wir auch ein 2p,-Orbital definieren:

Pa10(r, 7, 90)
— R21

(327) 2 (
= (327) 3 (

332(

47

%)
) e 2“@—7’@0519 (21.29)

) e 20,02

19
4
Z
SRS

Wir haben dabei x = rsind cos ¢, y = rsin¥sin ¢ und z = r cos ) verwendet.

Diese p-Orbitale sind lings der z,y, z—Achse orientiert. Sie sind aufkerdem rein
reell. Ahnlich kénnen wir die 3d—Orbitale linearkombinieren:

3d.2 = 0320 (7“7 v, <P)
= Raa(1)Yao(V, )

3 2
1 Z\2 _zr [
= (—) e ug <—) r? (3 cos? ¥ — 1)
81\/ 67T ap ag (2130)

7
1 Z\? _z (Z\?
= =) e B0 [ =) (222 —2®—¢°
81v 67 (ao) (ao) ( y)

> ) ey

4 72

1
3d,. = E (—¢321(T, v, SO) + 62532—1(7”,?9, <P))
1
= R3s(r)—
32( )\/5
V2 [ Z\? oz [(Z\?
— N 3a P 1 19 . 19
81\/% (ao) e 3ao (CLO) 7 SIN U COS Y * T COS (21_31)
V2 Z 3 _zr
81v/7 \ao

(=Ya1 (9, ) + Yo_1(V, )
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3dyz = % (¢321> (ra 197 90) + ¢32—1) (Tv 197 30)

_ 332(7»)% (Yar (9, ) + Ya_1(9, )

3 2
2 Z\? _zr (Z
— L <_) e ag (—) rsindsin g - rcos (21.32)

Qo

V2 <z> Lz
=——F—|— | e %0 yz

3d$2 y2 = \}é (¢322(r7 197 90) + ¢32—2(T7 197 90))

= Ra(r )\}—

2
81\/%( ) e oo <§0) 72 sin? ¥ cos(2¢)

(Yoo (0, ) 4+ Ya_o(¥, @)

(21.33)
¢ S 12 sin219(0082<p—sin2 cp)
81\/27‘(‘ (
V2 (Z\F
:81\/7_? <a0> e 0 (2% —y?)
5 Rao(r
2 Al oy
Ll
3day = 73 (=@322(r, U, 0) + P32-2(r, U, 0))
1
= 332(7“)% (=Ya2(9, ) + Yaa(9, ¢))
3
1 (Z\? _z (Z)°
= Vi 2) e (2 72 sin? ¥ sin(2¢)
8127 \ ao Qg (2134)
7 .
1 Z\? _zr
= 81\\//_2_ (a_) ¢ o 2r sindsin @ - rsin ¥ cos ¢
T
O 3

Die Nomenklatur ist offensichtlich. Die transformierten Orbitale sind wiederum
reell und geometrisch leichter zu interpretieren.

Am Beispiel des Wasserstoffatoms haben wir den Begriff des Atomorbitals kennen-
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gelernt, d.h. stationére Zustdnde eines Elektrons im Coulombfeld des Atomkerns.
Wie wir noch sehen werden, spielt dieses Orbital-Konzept eine zentrale Rolle fiir
das Versténdnis des Periodensystems der Elemente und die Beschreibung der Elek-
tronenstruktur von Mehrelektronen—Atomen. Das entsprechende Konzept bei Mo-
lekiilen sind Molekiilorbitale, die ihrerseits aus Atomorbitalen aufgebaut werden.

In Gegensatz zum exakt behandelbaren Wasserstoffatom sind Systeme mit mehre-
ren Elektronen nur noch ndherungsweise zu behandeln. Wir miissen daher zunéchst
grundlegende Naherungsverfahren der Quantenmechanik von Mehrkorpersystemen
kennenlernen.
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In der quantenmechanischen Beschreibung von Atomen und Molekiilen haben wir
im Regelfall die zeitunabhéngige Schrodingergleichung zu 16sen

A~

H‘I’(’Fi,f&,...) :E\I[(Fl,FQ,...). (211)

Abgesehen vom Wasserstoffatom und dem harmonischen Oszillator, der ein verein-
fachtes Modell fiir die Schwingungsdynamik ist, gibt es kaum praktisch interessante
Fille, fiir die die Eigenwertgleichung exakt gelost werden kann.

Néherungsmethoden spielen daher in der angewandten Quantenmechanik eine zen-
trale Rolle. Die beiden wichtigsten Methoden wollen wir in diesem einfithrenden
Kapitel kennenlernen: die Variationsmethode und die Storungstheorie. Praktisch
die gesamte Anwendung der Quantenchemie basiert auf diesen beiden Naherungs-
methoden.

22 Variationsrechnung

22.1 Das Variationsprinzip

Wir beginnen mit einigen allgemeinen Vorbemerkungen.

Gegeben sei ein Hamiltonoperator H, den wir im Augenblick nicht genauer spezifi-
zieren wollen. Im Allgemeinen hat H einen unendlichen Satz von Eigenzusténden,
die durch die Quantenzahl n nummeriert werden sollen:

H|V,) =E,|V,) (22.1)
n=0,1,2,3,... (22.2)
Eg<E <FE<.. (22.3)

Wir wollen hier nur den Fall von diskreten Energieeigenwerten betrachten. Sind
mehrere F, gleich, so liegt eine Entartung von Eigenwerten vor und es gibt meh-
rere Eigenfunktionen W,, deren Eigenwerte FE, gleich sind. Des weiteren soll es
einen niedrigsten Eigenwert FEj, geben, bei dem wir beginnen die Eigenwerte zu
nummerieren. Allgemein gilt:

(i) H ist hermitesch.

)
(ii) Die E, sind reell.
(iii) Die ¥, sind orthonormiert, (U, | ¥,,) = dpm.
)

(iv) Die |¥,,) sind vollstandig, d.h. jede Funktion |®) mit demselben Definitions-
bereich und denselben Randbedingungen kann als Linearkombination der
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|W,,) dargestellt werden:

:ch\‘l’n% n = (Vn | ®), (22.4)
|®) = Z<‘I’ | @) |¥,) Z\\If (T, | ). (22.5)

n

Formal gilt ) |¥,) (¥,| = 1.

Die Fragestellung in der Quantenchemie ist in vielen Fillen die mdglichst genaue
Berechnung von Fy, d.h. der Energie des Grundzustands eines Hamiltonoperators.

Wir wollen nun das sogenannte Ritz’sche Variationsprinzip formulieren:

Sei <I>> eine normierte Testfunktion mit den zugehorigen Randbedingungen, d.h.

<&>‘ ci>> ~1. (22.6)

Dann gilt

<ci> )H) ci>> > B, (22.7)
wobei Ej die exakte Grundzustandsenergie ist. Das Gleichheitszeichen gilt, wenn
]é> — W),

Der Beweis dieses grundlegenden Theorems ist einfach: Wir verwenden die Voll-
standigkeit der Eigenfunktionen, um

D= 0, (22.8)
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zu schreiben. Dann gilt mit der Orthonormalitéit der Eigenfunktionen von H:
(o|n|@) - <ch\pn Zcm\pm>

= an CrCm <\I!nm
= i i CrCmBEm (V| U,)
N zn: ; CnCin Eimbru (22.9)
=S leuP B
> i lea|” By
=Eo) el

— E(].

a

Im letzten Schritt haben wir verwendet, dass ® normiert ist, d.h.

1= <(i>’ <i>> = <;cnllfn zm:cmllfm>
- Z Z CZCm <\Dn | \IIM>
=> ) chembum (22.10)
= Zchn
= Z ‘Cn|2 .

Da alle F,, die Beziehung E,, > Ej erfiillen, gilt also

<<I>)H)<I>> ~ By >0. (22.11)

Das Gleichheitszeichen kann nur gelten, wenn alle ¢, mit n > 0 verschwinden.
Dann aber ist

‘cb> S (22.12)

Ein wichtiger Aspekt des Variationsprinzips ist, dass es auch ein Kriterium fiir
die Qualitdt des Naherungslosung liefert: je niedriger der Energieerwartungswert,
umso besser die Wellenfunktion.

Die praktische Anwendung des Variationsprinzips erfordert
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(i) einen Ansatz fiir die (normierte) Testwellenfunktion mit variablen Parame-
tern.

(ii) Die Berechnung von <<f> ‘I:I ‘ <T>> als Funktion der Parameter.

(iii) Die Bestimmung des Minimums von <<i> ’]:I ’ (i>> als Funktion der Parameter.

Der Ansatz fiir

<f>> basiert in der Regel auf physikalischer Einsicht in die Struktur

des betrachteten Problems. Die Berechnung von <(i> )]:I ) (i>> mag technisch auf-
wendig sein, ist im Prinzip aber immer mdéglich. Die Abhangigkeit des Funktionals
<(i> )]:I ) <i>> von den Parametern kann kompliziert sein und es kann viele Minima

geben; die Bestimmung der besten Losung kann dann schwierig sein.

22.2 Das lineare Variationsproblem

Die Variationsrechnung wird besonders einfach, wenn die Testfunktion nur linear
von den zu variierenden Parametern abhéngt, d.h. wenn

)é> - ici 1B,) . (22.13)

i=1

Dabei sind die |®;) ein Satz von fest vorgegebenen Basisfunktionen, die keine varia-
blen Parameter enthalten und die Koeflizienten ¢; sind die zu variierenden Parame-
ter. Wie wir sehen werden, fiihrt die Bestimmung der optimalen Koeffizienten ¢; zu
einem Eigenwertproblem, stellt also ein routinemaéfsig numerisch lésbares Problem
dar.

Wir wollen uns auf den Fall von reellen Hamiltonoperatoren beschrénken. In die-
sem Fall sind die Eigenfunktionen des Hamiltonoperators reell, bzw. kénnen reell
gewahlt werden. Damit konnen auch reelle Basisfunktionen gewéhlt werden. Kom-
plexwertige Hamiltonoperatoren, Eigenfunktionen und Basisfunktionen treten in
der Quantenchemie nur selten auf. Des weiteren betrachten wir im Moment nur
orthonormierte Basisfunktionen, d.h. (®; | ®;) = J;;. Den Fall nichtorthogonaler
Basisfunktionen werden wir spéater noch kennenlernen.

Wir betrachten das Normierungsintegral <<T> ‘ é> und den Energieerwartungswert

<(i> }]:I } <i>> fiir den Ansatz aus Gleichung (22.13). Das Normierungsintegral

<¢>)&>>:<§i:c@i

Zjl ch>j> = Z ij Cicj<q)i5|’ V<I>j) = Z 2. (22.14)

i
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liefert die Bedingung

d =1 (22.15)

7

um sicherzustellen, dass die Testfunktion ’&)> normiert ist. Der Energieerwartungs-
wert fithrt auf

<<i>]zf1]<i>> - <Zcq>

Die Elemente

H) <I>j>. (22.16)

H’ gj:ch>j> - ZZ (@

i

Hy = (@,

H‘ q>j> (22.17)
definieren die Hamiltonmatrix H. Da der Hamiltonoperator H hermitisch und re-

ell ist, sowie die Basisfunktionen ®; reell sind, ist die Hamiltonmatrix H reell und
symmetrisch, und damit auch hermitisch, d.h. H;; = Hj;. Fir den Energieerwar-

tungswert gilt damit:
(]

Das Minimum bzw. ein stationdrer Punkt der Emnergie ergibt sich nun aus der
Bedingung

i

%<§)’FI’§)>:O, k=1...N. (22.19)

Eine Schwierigkeit besteht noch darin, dass die Koeffizienten ¢y, ..., cy nicht un-
abhéngig voneinander sind, da sie die Normierungsbedingung (22.15) erfiillen miis-
sen. Die Beriicksichtigung dieser Nebenbedingung erfolgt mit der Methode der
LAGRANGE—-Multiplikatoren.

Wir definieren die LAGRANGE-Funktion

L(cl,...,cN,E):<<i>‘ﬁ‘<i>>—E[<<I> <i>>_1]
B (22.20)
= Z ZHijcicj - F (Z cf) — 1] ,

das den zusitzlichen Parameter E, den LAGRANGE-Parameter, enthilt. Dieser ist
im Moment noch nicht mit einer physikalischen Grofer, wie der Energie, verbun-
den. Die stationdren Punkte der LAGRANGE-Funktion liefern zusammen mit der
Nebenbedingung der Normierung aus Gleichung (22.14) die stationdren Punkte
der Energie beziiglich der Koeffizienten ¢;. Wir setzen daher

oL _

a—Ck—O fir alle k =1,...,N. (22.21)
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Es ist
0
9o Z Hijcic; = Z Hyjej + Z Hie;
] 7 i
= Z Hyjcj + Z Hyic da H symmetrisch (22.22)
j i
=2 Z ijCj
J
und damit
0L -
B =2 zj: Hyje; — 2Ec;, =0 (22.23)
bzw.
(22.24)

Z ijCj = E~ck .
J

Fiir jedes k = 1,..., N erhalten wir eine Gleichung vom Typ (22.24). Schreiben
wir diese alle untereinander, so ergibt sich

H1101 +
H2101 +
Hsicp +

+

oder in Matrixschreibweise

Hll
H21
Hs,

bzw.

mit

H12CQ + H1303 + =
HQQCQ + H2303 + =
HgQCQ -+ H3303 + ... =
+ -
H12 H13 e C1 C1
H22 H23 c. Co - E’ Co
H32 H33 e cs | Cs
Hc = Ec
€1
C2
C =

C3

ECl
ECQ
ECg

(22.25)
(22.26)
(22.27)

(22.28)

(22.29)

(22.30)
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Gleichung (22.29) ist nichts anderes, als das Eigenwertproblem der reell-symmetri-
schen Matrix H.

Da H eine reell-symmetrische und damit hermitesche N x N-Matrix ist, liefert
Gleichung (22.29) N reelle Eigenwerte FEy, Eq, ..., Ex_1 und zu jedem Eigenwert
E,, einen Eigenvektor ¢ . Durch Normieren der Eigenvektoren kann die Normie-
rungsbedingung in Gleichung (22.14) erfiillt werden.

Wir haben jetzt nicht nur einen, sondern N stationdre Punkte erhalten. Wie iib-
lich in der Methode der LAGANGE-Multiplikatoren, miissen wir jetzt die Natur
dieser stationdren Punkte untersuchen und insbesondere den stationdren Punkt
suchen, der dem Minimum der Energie entspricht. Dazu betrachten wir den Ener-
gieerwartungswert aus Gleichung (22.18) unter Beriicksichtigung von Gleichung

(22.29)
(o i)

~

H

> R e
]

ij Cj
— c™ He™
(2229 (7 B ™ (22.31)
— ™
Nomierung g5

D.h. die LAGRANGE-Parameter entsprechen Energicerwartungswerten. Den Vek-
tor ¢(¥ zum niedrigsten LAGRANGE-Parameter £, identifizieren wir mit der Né-

herung ‘&D0> an den Grundzustand|Vy), d.h.

N
e "i)0> =Y V@) (22.32)

i=1

Fiir den zugehérigen LAGRANGE-Parameter bzw. den Energieerwartungswert Ej
gilt

E, = <<i>0 )H) <i>0> > B, (22.33)

Was ist die Bedeutung der restlichen Eigenwerte E; mit i =1,...,N — 1?7 Ohne
Beweis sei erwahnt, dass F; eine variationsmaéfige Abschitzung fiir den ersten
angeregten Zustand darstellt, d.h.

mit
N
)cbl> =3V (@) (22.35)
i=1
Entsprechendes gilt fiir ¢ = 2,3,..., N. Wir erhalten also mit dem linearen Varia-

tionsansatz gleichzeitig auch Naherungslosungen fiir die Energie und Wellenfunk-
tionen der angeregten Zustande. Die Qualitdt der Naherung nimmt allerdings mit
zunehmenden ¢ ab.
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Die Variationsmethode ist das wichtigste Naherungsverfahren der Quantenchemie.
Anwendungen werden wir umgehend kennenlernen.
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23 RAYLEIGH—-SCHRODINGER-Storungstheorie

Die RAYLEIGH-SCHRODINGER-Storungstheorie geht von einer zeitunabhéngigen
Schrodingergleichung, d.h. einem Eigenwertproblem

H|U,)=E|¥,) i=0,1,2... (23.1)

aus, das nicht exakt losbar sein soll. Es soll jedoch ein &hnliches Problem

AO o) = O [w®) =012, (23.2)

existieren, von dem wir Eigenwerte und Eigenfunktionen kennen. Wir schreiben
dann

H=H9 4V, (23.3)
V=H-HOY (23.4)

Wenn die "Stoérung" V hinreichend schwach ist, werden sich die Eigenfunktionen
von H nur wenig von denen von H( unterscheiden. Die Idee der Stérungstheorie

ist es, die Zusténde |W;) aus den Zustéanden |W;

\I!(O) > zu konstruieren.

Fiir die Herleitung der Formeln ist es zweckméfig Gleichung (23.3) durch

Hy=H9 + )V (23.5)

zu ersetzen. Der Parameter \ mit
0<A<1 (23.6)

erlaubt formal das Ein- und Ausschalten der Stérung. Am Ende der Rechnung
setzen wir A\ = 1.

Mit dem Einfiihren des Parameters A in Gleichung (23.5) héngen die gesuchten F;
und ¥; von A ab, werden also Funktionen E;(A) und ¥;(A\) von A. Die Schrodin-
gergleichung (23.1) wird ebenfalls abhédngig von A:

H\W;(\) = E(\)Wi(N). (23.7)
Wir entwickeln F;(A) und W;(A) beide formal in eine Potenzreihe in A:

E(\) =E” + AEY + NE® + ... (23.8)
;) = 00 ar 4 22e® 4 (23.9)

Ei(n) ist der Beitrag n-ter Ordnung zur Energie FE;. Entsprechend ist \I/Z(") die
Korrektur n-ter Ordnung zur Wellenfunktion W,.



VIII 23. RAYLEIGH-SCHRODINGER-STORUNGSTHEORIE 145

Einsetzen der Entwicklungen aus Gleichungen (23.8) und (23.9) in die Schrédin-
gergleichung liefert

(O +20) {0+ xwl) 22w o =
(0) (1) 2 1:(2) (0) (1) (23.10)

Dies kann fiir alle A nur erfiillt sein, wenn die Koeffizienten aller Potenzen von A

gleich sind, d.h.

n=0: HOU® = Egg" (23.11)
n=1 HOvY 4+ ye? = gO¢" 4 gHg! (23.12)
n=2 HOU? Vel = g2v® + Vo 4 Pyl (23.13)

usw.

Es ist in der Storungstheorie zweckméfig, von unserer normalen Konvention der
Normierung abzuweichen. Anstatt

(TN | T (V) = 1 (23.14)

zu verlangen, fordern wir, dass die Losung |¥;())) die Bedingung der sogenannten
"intermedidren Normierung”

<\If§°> ’ \pi(A)> —1 (23.15)

erfiillt. In der Tat kann nur die intermediér normierte Wellenfunktion in eine sys-
tematische Potenzreihe in der Stérung entwickelt werden. Gleichung (23.15) setzt

voraus, dass ¥; bzw. U;(\) und \IIZ(O) nicht orthogonal sind.
Mit der intermedidren Normierung folgt
(v ’ Ti(A) =1+ (v ) o)+ o2 (ol ’ U b =1 (2316)
Dies kann fiir alle A nur gelten, wenn
(v ’ o) =0 firn>1 (23.17)

Gleichung (23.17) impliziert, dass die durch die Stérung bewirkten Anderungen
der Wellenfunktion orthogonal zu der ungestorten Wellenfunktion sind.

Multiplikation der Gleichung (23.12) von links mit \112(0)* und Integration iiber alle
Variablen der Wellenfunktionen liefert

— <‘I’§0) )F[(O)) \If§1)>+<\If§0) ‘V) ‘I’@('O)> _ Ei(o) <‘I’@('O) ‘ ‘I’El)>+E¢(1) <‘I’@('O) ‘ ‘I’@('O)>
(23.18)
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)

mit der Hermitizitit von Hp, der Normierung der \I/Z(-O und der intermedidren

Normierung aus Gleichung (23.15) folgt:

(AOWO| W)+ (90 |V ) = B (23.19)
bzw.
(20w )+ (0 7] ") = B (23.20)
oder
O (00| w?) + (w0 7| w?) = B (23.21)
und schliefslich
B = (u |V w). (23.22)

In &hnlicher Weise liefert Gleichung (23.13)

)

E® = <\If§°> )V) mgl>> (23.23)
und allgemeiner

E" = (v ’v’ oD (23.24)

Die Energie n-ter Ordnung ergibt sich also aus einem Matrixelement des Stor-
operators mit der Wellenfunktion (n — 1)-ter Ordnung. Allgemein haben wir die
Gleichungen (23.12) und (23.13), sowie entsprechende Gleichungen fiir die hoheren

Ordnungen, fiir die ’\I'Z(")> zu 16sen und anschliefend Gleichung (23.24) fiir Ei(")

7zu benutzen.

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist bereits explizit durch Gleichung (23.22)

i

gegeben. Wir beschranken uns des weiteren darauf, noch ’\If(l)> und Ei(z) zu be-

rechnen. Dies sind die in der Praxis wichtigsten Formeln. Es ist im Prinzip einfach,
wenn auch miihsam, die Korrekturen héherer Ordnung zu bestimmen.

Aus Gleichung (23.12)

( EO _ g<o>> o) — (f/ - Ef”) g (23.25)

i
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folgt durch Projektion auf ’\I/§0)> mit 7 # 7, d.h durch Multiplikation von links mit

q/§0)* und Integration

s )= (o s
(o) - (im0 - (0]9) - (o | o)
(23.27)

()W) (P o) s

<\Ifj )\If >: o G#0 (2329)

Dabei haben wir verwendet, dass die \Ilgo) orthonormal sind, d.h, dass

<\If§0) ’ \IIZ(O)> = ¢;; gilt. Wir haben damit \Ifl(l)> bestimmt, denn es gilt

)< ) () =
J

also

O
¢ > , (23.31)

da die \If§0) ein vollstdndiges Funktionensystem bilden. Der Strich am Summenzei-
chen bedeutet, dass 7 = ¢ in der Summe nicht auftritt, was eine Konsequenz der
intermedidren Normierung aus Gleichung (23.15) ist.

Einsetzen von Gleichung (23.31) in Gleichung (23.23) liefert die Energiekorrektur
2. Ordnung

B = (00 [7]00) = 3 (w0 ] w) w
J

d.h.

@ _
EY = Z O | (23.33)
J )
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Fassen wir zusammen: Die Wellenfunktion ist durch

’w(°)> oo (23.34)

gegeben, wobei die Terme bis zur 1. Ordnung explizit aufgefiihrt sind.

Die Energie ist durch

2

(0) ! <\I/’(0) M \I/Z(‘O)>
v; > T Z EO _ g0
J

i )

V

B =E" ¢ <\If§°> T (23.35)

gegeben, wobei die Terme bis zur 2. Ordnung explizit aufgefiihrt sind.

Man sieht, dass nur Matrixelemente des Storoperators mit ungestérten Wellen-
funktionen benétigt werden, um die gestorten Energien und Wellenfunktionen zu
berechnen. Wir werden auf die Formeln in den Gleichungen (23.34) und (23.35)
spater zuriickgreifen.

Fiir kleine Stérungen, d.h. fiir <\If§0)|f/|\1’§0)> < Ei(o) — E](O) werden die Korrektu-
ren mit jeder storungstheoretischen Ordnung immer geringfligiger, sodass (23.34)
und (23.35) gute Ndherungen darstellen konnen. Bei grofen Stérungen kann die
Storungstheorie grundsétzlich auch verwendet werden, die grofse (bzw. unendliche)
Zahl benétigter Terme macht die praktische Anwendung allerdings unméglich. So
ist es beispielsweise nicht praktikabel, die Schédingergleichung fiir das Wasser-
stoffatom als Storung eines Elektrons im dreidimensionalen Kastenpotential zu
betrachten. Schliefslich sei erwdhnt, dass die Storungstheorie nicht in jedem Fall
mit zunehmender Ordnung n, d.h. fiir n — oo, konvergiert und ein sinnvolles
Ergebnis liefert.
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24 Der Grundzustand des Heliumatoms

Bei der folgenden ersten Betrachtung der Heliumatoms, des einfachsten Mehrelek-
tronensystems, werden wir einige grundlegende Eigenschaften von Wellenfunktio-
nen von Systemen mit mehreren Elektronen nicht betrachten, nédmlich die Un-
unterscheidbarkeit der Elektronen in der Wellenfunktion, die Antisymmetrie der
Wellenfunktion und die Spineigenschaften der Wellenfunktion. Dies holen wir spa-
ter nach.

Wir werden im folgenden nicht mehr wie bisher SI-Einheiten, sondern die in der
Quantenchemie iiblichen, so genannten atomaren FEinheiten verwenden, was die
Formeln stark vereinfacht.

Das Wasserstoff-Problem definiert eine grundlegende atomare Energie, die Ryd-
berg—Konstante R., und eine fundamentale Lange, den Bohrschen Radius ag. Wir
definieren als

Amegh?

— 0.529A = 0.529 x 1071° m.
<m662>

Lingeneinheit: 1 Bohr = ag =

Die atomare Léangeneinheit ay entspricht grofsenordnungsmifig dem Elektron—
Kern—Abstand im 1s-Grundstand des Wasserstoffatoms. Als Energieeinheit de-
finieren wir die

e? mee*

Energieeinheit: 1 Hartree = = 5 = 2R, = 27.21 eV = 4.360 -
apdmeg  (4meg)” h?

10718 J.

Die atomare Energieeinheit Hartree entspricht dem Betrag der potentiellen Ener-
gie des Elektrons im 1s-Grundzustand des Wasserstoffatoms. Die Bindungsenergie
(1R) ist nur halb so grofs wegen der kinetischen Energie des Elektrons.

Als Zeiteinheit definieren wir die atomare

hapdmey h? (471'60)2

2 g 2.419-10717 s.

Zeiteinheit:

Schlieflich seien noch die atomare
Ladungseinheit; e=1.602 - 1071 C
und die atomare

Masseneinheit: me = 9.109 - 103! kg

aufgefiihrt. Dabei sind e die Elementarladung des Elektrons und m, die Masse des
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Elektrons. Man verwendet generell die Abkiirzung
a.u. (atomic units)

fiir atomare Einheiten (Energie, Lénge, etc.). Wenn atomare Einheiten benutzt
werden, haben die Naturkonstanten

h, e, m,, 4me

alle den Wert Eins und treten daher nicht mehr explizit auf. Drehimpulseigenwerte
sind dann beispielsweise durch Vielfache von & = 1 a.u. gegeben, d.h. Drehimpulse
sind in atomaren Einheiten dimensionslose Zahlen.

Der Hamiltonoperator des Einelektronenatoms hat in atomaren Einheiten die ein-
fache Gestalt

H=--V’-= 24.1
QV r ( )

mit

- 0? 0? 0?

2 2 4 2 24.2
v Ox? + 0y? + 0z (24.2)

und
r= (x2 + 2+ zQ)% ) (24.3)

Der Hamiltonoperator fiir zwei Elektronen im Feld eines fixierten Kerns der La-
dung Z lautet in atomaren Einheiten

- 1= 1
gt lge 2 2,1 24.4
2 ! 2 2 1 9 + T12 ( )
ry = | ist der Abstand des Elektrons 1 von Kern,
To = |7y] ist der Abstand des Elektrons 2 vom Kern,

r19 = |1 — 7| ist der Abstand der beiden Elektronen.

Wie iiblich betrachten wir die die Losung der zugehorigen zeitunabhéngigen Schro-
dingergleichung

HU(7, 7)) = BEU(F, ). (24.5)

Der Hamiltonoperator H hat unendliche viele Eigenwerte, die Eigenzustinde des
Heliumatoms. Wir betrachten zunéchst nur den niedrigsten Eigenwert Ejy und die
zugehorige Wellenfunktion W,,.

Die Schwierigkeit bei der Losung der Gleichung (24.5) liegt in der Elektronen-
abstofung é In einer ersten groben Naherung vernachlassigen wir diesen Term
daher. Wir betrachten also den Hamiltonoperator

— 2 VR Z = h(1) +h(2) (24.6)
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mit . P
h(i) = —563 - = (24.7)

Tz'.

Generell gilt fiir mehrdimensionale Schrédingergleichungen:

Wenn der Hamiltonoperator eine Summe k(1) 4+ h(2) ist, dann ist die
Losungsfunktion ein Produkt ¢,(1)¢,,(2) von Eigenfunktionen ¢ von h.

Wir zeigen dies durch Einsetzen:

(1) + h(2)] 60 (Dgm(2) = [(1)n(1)] on(2) + 60(1) [A(2)0m(2)]

= Budn(1)6(2) + Enén(1)6m(2) (24.8)
= (En + En)¢n(1)om(2).

Die Losung ist also das Produkt ¢,,(1)¢,,(2), wobei gilt
W(1)én(1) = Endn(1), (24.9)
h(2)0m(2) = Brnon(2). (24.10)

Der Energieeigenwert ist die Summe der einzelnen Eigenwerte. Dieser Beweis gilt
offensichtlich fiir beliebig viele Variablen.

Wir haben also

HyUO (7, 7%) = EOUO (7 7) (24.11)

mit
O = @1y (71) Drigtym (72) (24.12)

und
B Gty (1) = €ny Onytym, (71), (24.13)
I Grgtams (F2) = €ny Grgtyms (72) (24.14)

sowie

EY = ¢, +€n,, (24.15)

wobel Wir @niym, (T1); Onglams (T2), €n, und €,, als Losungen der Schrodingerglei-
chung wasserstoffartiger Atome kennen. Die Energieniveaus von H, sind also in
atomarem Einheiten

1 11
EO(ny,ny) = -5 7 <—2 + —2) . (24.16)

ny  n
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Der niedrigste Wert von E(®), d.h. der Grundzustand des Heliumatoms, ergibt sich
flir ny = nNg = 1:

E\Y) = — 7% = —4 Hartree fiir Z = 2| (24.17)

Die Wellenfunktion U© ist fiir n; = 1 und ny = 1 durch
GO, 7%) = dro0(71) dro0(7a), (24.18)

d.h. durch das Produkt von zwei 1s-Orbitalen gegeben. Die Grundzustandsenergie
lasst sich nicht direkt messen. Eine einfach messbare Grofe ist die Ionisierungs-
energie I (z.B. iiber den Photoeffekt),

I = Fye+ — Epe. (24.19)
Die Energie Ey+ ist aus der Behandlung wasserstoffartiger Atome bekannt:
1
Eyer = —3 7? = —2 Hartree fiir Z = 2. (24.20)

Damit ist die Ionisierungsenergie in unserer groben Ndherung

19 = By+ — E” = 2Hartree = 54.4 ¢V |, (24.21)

Der experimentelle Wert ist I, = 0.904 Hartree = 24.6¢eV. Der Fehler ist also
tiber 100%. Die Wechselwirkung

N 1
V=— (24.22)
T12
ist also keine kleine Storung des Systems. Die wirkliche Ionisierungsenergie ley, ist

viel kleiner als Iy wegen der COULOMB-Abstofsung der Elektronen.

Unsere Aufgabe ist es nun, den Effekt von V zumindest naherungsweise zu bertiick-
sichtigen. Wir wollen dazu beide in Kapitel VIII diskutierten Néherungsverfahren
heranziehen, die Stérungstheorie und die Variationsmethode.

Wir beginnen mit der Storungstheorie. In erster Ordnung der RAYLEIGH-SCHRO-
DINGER-Storungstheorie ist ein verbesserter Wert fiir die Grundzustandsenergie
mit

V=H-H=— (24.23)
12
und
R - 7  Z
= (Vi+V3) -2 -2 (24.24)
(] ()
als
By = B + (v |V 9"} +
1
— ESO) + d_)l dFQ\I’éO) (’Fi, FQ)T—\I/(()O) (Fl, FQ) + cte (2425>
12
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Dabei steht dr fiir do dydz, d.h. die Integration iiber alle drei Raumrichtungen.
Insgesamt haben wir also ein sechsdimensionales Integral vorliegen.

Mit Wo(71,72) = ¢100(71)P100(72) ist

EQ ~E" +J (24.26)
mit
. . N .
J :/ dT1/ dTQ |¢100(7’1)‘2T— |¢100<T2)‘2. (2427)
12

Dabei ist J ist das sogenannte "COULOMB-Integral". Es beschreibt die elektro-
statische Wechselwirkung zweier "1s-Elektron-Ladungswolken" und hat den Wert
(in Hartree)

D
J = §Z . (24.28)
Damit ergibt sich fiir Helium mit Z = 2 in Hartree:
D 11
EFyer —4+4-=——. 24.2
He + 4 4 ( 9)

Die Ionisierungsenergie in dieser Ndherung ist in Hartree

I~—-2+ n_3_ 20.4 eV. (24.30)
4 4
Im Vergleich zum experimentellen Wert I, = 24.6 ¢V. Der Fehler liegt also nur
mehr bei 17%. Die Storungstheorie 1. Ordnung ist nicht sehr genau, da V' = %
keine schwache Storung darstellt. Im Prinzip kénnen genauere Werte fiir die lo-
nisierungsenergie in héherer Ordnung der Storungstheorie gewonnen werden. Dies
ist aber kein praktisch relevanter Weg.

Als alternativen Naherungsansatz fithren wir eine nichtlineare Variationsrechnung
durch. Als Ansatz fiir die Testfunktion wéhlen wir eine Produktfunktion wie im
Falle von nichtwechselwirkenden Elektronen

U(7y, ) = ¢(71) (%) | (24.31)

Wenn wir

() = A e ?" (24.32)

setzen, wobei A einen Normierungsfaktor darstellt, beschreibt Gleichung (24.31)
zwel nichtwechselwirkende Elektronen im 1s—Orbital. Wir lassen nun als Variati-
onsparameter einen variablen Exponenten zu:

() = A e %7 (24.33)

Dies entspricht dem Einfithren einer effektiven Kernladung Z’. Die Funktion ¢(7)
sei durch den Normierungsfaktor A’ normiert und Z’ soll so bestimmt werden, dass
Eo(Z'") minimal wird. Die Idee hinter diesem Ansatz ist, dass jedes Elektron einen
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Teil der Kernladung in Bezug auf das andere Elektron abschirmt. Damit wirkt auf
jedes Elektron eine effektive Kernladung 7’ < 2.

Mit
H=Hy+V (24.34)
und
~ 1
V=—, (24.35)
T12
sowie
U(77, ) = ¢(71) () (24.36)

ergibt sich
/dﬁd@ (7, 7)) Ho W (7, 7)) = /dﬁd@\i*(ﬁ,ﬁ) [izo(l) +ﬁo(2)} U (7, 7)
— / diydiy (7)o () [i}o(l) + ho(2)} o(71)B(7%5)
_ / ity ¢ (7)) ho(1) (7)) + / iy ¢ (75)ho(2)B(772)

=2 [ @ ¢ (Pha(V)o(7)
(24.37)
Die Auswertung des Integrals liefert (man beachte, dass Hy von Z, ¥ von Z'
anhéngt)
/ AP dFy U (7, 7)) Ho W (7, 7)) = (Z2')? — 22 7. (24.38)

Dies ergibt gerade —Z2 fiir Z' = Z, siche Gleichung (24.17). Da V die Kernladung
Z nicht enthalt, ist

- 5
/ drydry UV = 7' | (24.39)

da das Integral in Gleichung (24.39) gleich dem Coulombintegral in Gleichung
(24.27) ist. Also ergibt sich als Energie in Abhéngigkeit von Z’

5
Eo(Z" = (Z')? —227' + gZ’ : (24.40)

Mit

dEy 5
=27'-27+-=0 24.41
dz’ * 8 ( )
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erhalten wir
, 5
' =7 - — (24.42)
16

als den Wert fiir Z’, der die Energie minimiert. Fiir He ist also Z' = ?—g. In Gleichung

(24.40) eingesetzt ergibt sich fiir das Heliumatom, also fir Z = 2

27\ ?
Ey~ — (E) Hartree = —77.45 eV

Die resultierende Ionisierungsenergie ist

I ~ Epyer — By = 23.05 &V

Der Fehler im Vergleich zu I, = 24.6¢V liegt jetzt nur mehr bei 6%.

(24.43)

(24.44)

Wir haben damit nicht nur eine verbesserte Berechnung der Energie durchgefiihrt,

sondern auch ein qualitatives Verstandnis erreicht:

Die Elektronen bewegen sich in dem Potential einer effektiven Kernladung 7’ =
2— %. Dieses Konzept ist von allgemeiner Bedeutung fiir das Versténdnis von Ato-
men und Molekiilen. Eine Test-Wellenfunktion mit der Struktur nichtwechselwir-
kender Elektronen macht Sinn! Die Variationsrechnung liefert auch ein quantitativ

besseres Resultat als die Storungstheorie.
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25 Der Elektronspin

Wie UHLENBECK und GOUDSMIT (1925) entdeckten, besitzt das Elektron (wie
auch Proton und Neutron) einen intrinsischen Drehimpuls. Im Gegensatz zum
Drehimpuls der Bahnbewegung des Elektrons im Wasserstoffatom, der durch ganz-
zahlige Quantenzahlen (I, m;) beschrieben wird, wird der Spin des Elektrons durch
halbzahlige Quantenzahlen (s, m;) beschrieben. Anders als der Bahndrehimpuls
hat der Spin kein klassisches Analogon.

In der relativistischen DIRAC-Theorie des Elektrons ergibt sich der Spinfreiheits-
grad automatisch. In der nichtrelativistischen Quantenmechanik muss der Spin des
Elektrons als ein zusétzliches Postulat eingefiihrt werden.

Es sei daran erinnert, dass der Bahndrehimpuls des Elektrons im Wasserstoffatom

durch einen Operator L mit den drei Komponenten [A/x, iy, L. beschrieben wird

L=11L, == z%—x% : (25.1)
L, Ty, ~ Yo

Diese Operatoren geniigen den grundlegenden Vertauschungsrelationen

[ix, L,| = L.k, — L,L, = ihL., (25.2)
[ﬁy, L.|=L,i.—L.L,=ihL,, (25.3)
[ﬁz, L.|=1.L,—L,L. =ihl,. (25.4)

Eine wichtige Rolle spielt des weiteren das Quadrat des Drehimpulsoperators, de-
finiert als R R R R
LP=L2+L+ L2 (25.5)

Mit Hilfe der Vertauschungsrelationen als den Gleichungen (25.2) bis (25.4) kann
man, wie in Kapitel 18, zeigen, dass L? mit allen drei Komponenten kommutiert

[i{ix] - [P,ﬁy] - [P,iz} —0. (25.6)
Daraus folgt, dass L? und eine der Komponenten, konventionell L,, gleichzeitig im
Sinne der Quantenmechanik genau gemessen werden kénnen, d.h. die Eigenwerte

von L% und L, sind gute Quantenzahlen.

Die Operatoren L? und ﬁz, wie auch L, und IA/y, sind Differentialopertoren, bei-

spielsweise
A h 0 0
L,=—-(r— —y— 25.

die auf raumliche Koordinaten wirken. Die zu L2 und L, gehorenden Eigenzustande
sind die Kugelflachenfunktionen Y}, (¥, ¢), Funktionen der Variablen 9 und ¢. Die
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Eigenwerte von L? sind
(1 +1)R?, mit [ =0,1,2,... (25.8)
Die Eigenwerte von L. sind

mh, mit m=—-,—l+1,...,0,.... 01— 1,1 (25.9)

Der Spin des Elektrons wird durch einen quantenmechanischen Operator § be-
schrieben, der alle formalen Eigenschaften eines Drehimpulses hat. Der Spinope-
rator

W

I

»
<

5 (25.10)

besteht aus den drei Komponenten 5, 3, und 3., die die Kommutatoreigenschaften

32, 8,] = ihs. (25.11)
[3,, 8.] = ih&, (25.12)
[5., 84) = ih3, (25.13)

erfiillen. Des weiteren definieren wir das Quadrat $? des Spinoperators als
F=8+5+5 (25.14)
Aus den Kommutatoreigenschaften folgt, dass
5%, 5,] = [8*,5,] = [5%,5.] =0, (25.15)

d.h. dass das Quadrat des Spinoperators mit allen seinen Komponenten kommu-
tiert. Es kann also Zustinde geben, die gleichzeitig Eigenzustinde zu 52 und einer
Komponente des Spinoperators, iiblicherweise §., sind.

Bei der Behandlung des Bahndrehimpulsoperators, d.h. eines rédumlichen Dre-
himpulsoperators, in Kapitel 18 sind wir so vorgegengen, dass wir Eigenfunktio-
nen zu L? und L, bestimmt bzw. der Literatur entnommen haben. Dabei zeig-
te es sich, dass es Eigenfunktionen Yj,,(9,¢) mit I = 0,1,2,3, etc. und m =
—,—l+1,...,0,...,1—1,1 gab. Es ist allerdings auch moglich Drehimpulsopera-
toren in einer abstrakten Art und Weise zu behandeln, indem man die Kommu-
tatoreigenschaften aus den Gleichungen (25.2) bis (25.4) bzw. (25.11) bis (25.13)
analysiert. Dabei betrachtet man jeden Vektoroperator, dessen Komponenten die
Kommutatoreigenschaften vom Typ (25.2) bis (25.4) bzw. (25.11) bis (25.13) er-
fiillen, als Drehimpulsoperator. D.h. die Kommutatoreigenschaften legen fest, wel-
che Vektoroperatoren als Drehimpulsoperatoren betrachtet werden. Dies macht
Sinn, denn es lasst sich zeigen, dass die Kommutatoreigenschaften alle wesentli-
chen Eigenschaften von Drehimpulsoperatoren festlegen. Insbesondere ldsst sich
zeigen, dass das Quadrat §? zu jedem Vektoroperator 5, dessen Komponeten die
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Kommutatoreigenschaften aus Gleichungen (25.11) bis (25.13) erfiillen, nur Ei-
genzustinde mit dem Eigenwert h%s(s + 1) haben kann, wobei s nicht nega-
tiv und ganz- oder halbzahlig sein muss, d.h. es kommen fiir s nur die Werte

1 3 . . e . . N
0,3,1,%,2,... in Frage. Die zugehorige magnetische Quantenzahl m, zu s, kann
die Werte —s, —s +1,...,0,...,s — 1, s annehmen.

Zum Bahndrehimpulsoperator E, einem raumlichen Drehimpulsoperator, gab es
mit den Kugelflichenfunktionen Y;,,(9, ) nur Eigenfunktionen mit ganzzahliger
Drehimpulsquantenzahl [ = 0,1,2... oder anders ausgedriickt, nur Eigenfunktio-
nen mit ganzzahligem Drehimpuls [. Halbzahlige rdumliche Drehimpulse traten
nicht auf. Der intrinsische Spin von Elementarteilchen oder Atomkernen kann da-
gegen halb- und ganzzahlige Werte annehmen. Dabei ist der Wert des Spins, d.h.
der Quantenzahl s, allerdings fest. Der intrinsische Spin des Elektrons s hat einen
festen Wert von 1/2, d.h.

1
=—. 25.16
5= (25.16)
Der Eigenwert von 52 ist
1 3 3
h? 1)=n=- - ==n 25.17
s(s+1)=Rg -0 =2 (25.17)
Die magnetische Quantenzahl mg kann damit die Werte
4l md = 1 (25.18)
ms=+5 und my = —o )
annehmen, und die Eigenwerte von §, sind
h h
hmg = B) und  hmg = —5 (25.19)

Dies spiegelt sich im Stern-Gerlach Experiment (vgl. Abb. 1.17) wider. Bei der
Messung von S, werden ausschlieklich die Eigenwerte s, = +po = +h/2 gefun-
den. Dazu ist anzumerken, dass sich die Elektronenspins der im Stern-Gerlach-
Experiment verwendeten Silberatome so kombinieren, dass der resultierende Spin
gerade dem eines eizelnen Elektrons entspricht.

Der Spinoperator § des Elektron ist nur iiber die Kommutatorrelationen aus den
Gleichungen (25.11) bis (25.13) und die Tatsache, dass er, bzw. sein Quadrat s
nur zwei Eigenzustinde zu s = %, mg = —% und zu s = %, mg = % besitzt, definiert.
Er wirkt nicht auf rdumliche Koordinaten und kann daher nicht wie der Bahndre-
himpulsoperator L als Differentialoperator geschrieben werden. Als Folge kénnen
auch die beiden Eigenfunktionen von § nicht als Funktionen rdumlicher Variablen

geschrieben werden. Statt dessen fiihrt man zwei abstrakte Eigenzustéande

1 1
o) mit s = 5 und m, = 5 (25.20)



X 25. DER ELEKTRONSPIN 161

Abb. X.1: Visualisierung des Elektronenspins
mit den Einstellungsmdoglichkeiten "up"
|a) und "down" |B) 12
und
. 1 1
18) mit s = 5 und mg = —5 (25.21)
ein. Damit gilt
2 3.5 R 1
Flay =P a),  3la) = Shla), (25.22)
. 3 . 1
S18) =21218),  5:18) =—5h1B). (25.23)
Des weiteren gilt:
. h . h
Szlo) = 5 18), 5:18) = 5 la) (25.24)
. ih . ih
Sy ) = B 18), Sy |B) = DY la) . (25.25)

Der Zustand |o) wird als a—Spinzustand oder "Spin—up"—Zustand, der Zustand
|B) als f—Spinzustand oder als "Spin—down"—Zustand bezeichnet. Eine rein fiktive
anschauliche Interpretation des Spins und seiner Einstellungsmoglichkeiten, die
nicht iiberstrapaziert werden darf, ist in Abbildung X.1 gezeigt.

Die Spineigenfunktionen bilden, als Eigenfunktionen der hermiteschen Operatoren
52 und 5, ein orthonomiertes System, d.h.

(o] a) =(B] ) =1, (25.26)

(a| )= (Bla)=0. (25.27)
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Die Gleichungen (25.22)-(25.27) entsprechen den Resultaten des Stern-Gerlach-
Experiments, wenn der Zustand der Silberatome mit S, = +po = £/2 mit dem
Spinzustand |«) identifiziert wird und der Zustand der Silberatome mit S, =
—p = —h/2 mit dem Spinzustand |3). Wird nach einer ersten Messung von S,
der Strahl der Silberatome mit S, = /2 herausgefiltert, so sind die Silberatome
im Zustand |a) préapariert. Eine erneute Messung von S, entspricht dem Bilden

des Erwartungswerts

1
<a a> = <a §h a> = §h<a|a> = §h’ (25.28)
d.h. das Ergebnis der Messung entspricht /2 bzw. der Tatsache, dass die Silbera-
tome wieder an die //2 entsprechende Stelle des Schirmes abgelenkt werden. Wird
dagegen nach dem Herausfiltern eine Messung von S, oder S, durchgefiihrt, so
entsprechen diese Messungen dem Bilden der Erwartungswerte

1 1

~

S

<a S, a> = <a %h5> = %h(odﬁ) =0 (25.29)
<a S, a> - <a %h5> - %h(a|ﬁ) —0 (25.30)

Im Experiment wird jeweils eine Hélfte der Silberatome an die //2 entsprechende
Stelle, die andere Hélfte an die —//2 entsprechende Stelle abgelenkt. Wird tiber
die Ablenkungen gemittelt, ergibt sich also in beiden Féllen h/2 + (—h/2) = 0,
was den Erwartungswerten (25.29) und (25.30) entspricht.

Der Spin ist mit einem zusétzlichen Freiheitsgrad neben den rdumlichen Freiheits-
graden verbunden. Bei Einbeziehung des Spins werden beispielsweise die Eigenzu-
stdnde des Wasserstoffatoms, die Orbitale, zu Spinorbitalen, die jeweils das Pro-
dukt eines rdumlichen Orbitals mit einer Spineigenfunktion sind:

|Guim) @) bzw. G (7) ) (25.31)

oder

|Orim) |B)  bzw. i (7) |5) - (25.32)

Alternativ konnen die Eigenzustinde des Quadrats des Spinoperators des Elek-
trons als zweidimensionale Einheitsvektoren dargestellt werden:

|a) = (é) 18) = G) : (25.33)

Die Komponenten 3,, 5, und 5, des Spinoperators § sind in dieser Darstellung
durch die Matrizen

h(0 1

S, §<1 0) (25.34)
B0 —i

sy_§<z. 0) (25.35)
h(1 0

s, §<0 _1) (25.36)
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dargestellt. Die Matrizen s,, s, und s, sind bis auf den Faktor % die sogenannten
Paulispinmatrizen. Die Brakets (a| a), («| ), (8| @) und (B | 5) gehen in dieser
Darstellung in die folgenden Skalarprodukte iiber:

wos () (oo e
w () Qen o0 s
o) ()0 o
=) ()=t ()

Die Spinorbitale sind zweidimensionale Spinoren

Pt (7) <é) = <¢"“8<F)) (25.41)

= 1. (25.40)

bzw.

Dnim(T) (?) = ( ¢nz2(f‘)) : (25.42)

Im Wasserstoffatom hat die Existenz des Spinfreiheitsgrades nur eine geringe Be-
deutung. In nichtrelativistischer Naherung wechselwirkt der Spin des Elektrons
nicht mit anderen Freiheitsgraden. Der Spin fiihrt in dieser Naherung nur zu einer
Verdoppelung der Entartung aller Energieniveaus. So gibt es nicht nur Zustdnde
1s, 2s, 2p,, 2py, 2p., und so weiter, sondern 1s|a), 1s|8), 2s|a), 2s|8), 2p, |«),
2p. 18), 2py @), 2py |B), 2. ), 2p. |5), und so weiter und so fort.

Die fiihrende relativistische Korrektur ist eine Wechselwirkung des Spins mit dem
Bahndrehimpuls, eine sogenannte Spin—-Bahn—Wechselwirkung. Diese Wechselwir-
kung ist verantwortlich fiir die sogenannte Feinstruktur der Atomspektren. Wir
wollen die Spin-Bahn—-Wechselwirkung und andere relativistische Effekte in die-
ser Vorlesung nicht betrachten. Aufgrund des Spins besitzt das Elektron auch ein
magnetisches Moment. Dies fiihrt zu Linienaufspaltungen in einem externen Ma-
gnetfeld, die als ZEEMAN—Effekt bekannt sind.

Im Gegensatz zu den Einelektronensystemen hat die Existenz des Spin weitrei-
chende Konsequenzen fiir Mehrelektronensysteme, die wir in spéteren Kapiteln
kennenlernen werden.
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26 Permutations—Symmetrie und PAULI-Prinzip

In der Quantenchemie interessieren wir uns meistens fiir die Wellenfunktionen von
Mehrelektronensystemen, d.h. von Systemen mit mehreren identischen Teilchen.
Dabei hat in der Quantenmechanik die Identitdt der Teilchen wichtige Konse-
quenzen. Aufgrund der Unschérferelation konnen wir die Wege einzelner Teilchen
grundsétzlich nicht verfolgen, d.h. es gibt im Gegensatz zur klassischen Mechanik
keine Moglichkeit, Teilchen mit identischen intrinsischen Eigenschaften zu unter-
scheiden. Diese Tatsache fithrt zu grundséatzlichen Bedingungen fiir Mehrteilchen—
Wellenfunktionen in der Quantenmechanik. Die identischen Teilchen miissen in
der Wellenfunktion ununterscheidbar sein und die Wellenfunktion muss beziiglich
der Vertauschung der Koordinaten zweier identischer Teilchen symmetrisch oder
antisymmetrisch sein.

Die Funktion W sei eine N-Elektronen-Wellenfunktion.
U = W(r,, Th - TN). (26.1)

Dabei beziehe sich die Koordinate an der ersten Stelle auf das erste Elektron, die
Koordinate an der zweiten Stelle auf das zweite Elektron und so weiter.

Wir definieren den Permutationsoperator 1512, der die Koordinaten der Elektronen
1 und 2 vertauscht:

P (7, - - Ty) = U(Fy, Py - - 7). (26.2)
Offensichtlich ist )
PLU(7, 7y ) = (T, -+ ), (26.3)

d.h. P2 = Py, P, ist der Identitétsoperator 1.

Als néchstes betrachten wir die Eigenwerte von Prs. Es sei U eine Eigenfunktion
von Pj5 mit einem Eigenwert, den wir mit p bezeichnen. Dann gilt

P¥ = p¥ (26.4)
und
P2 = p*0. (26.5)
Wegen }5122 =1ist
=1 (26.6)

und damit

p=+L (26.7)
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Der Permutationsoperator kann also nur die Eigenwerte +1 haben. Fiir Eigenfunk-
tionen ¥ des Permutationsoperators gilt damit

Pl = 40, (26.8)

Der Permutationsoperator 1512 kommutiert mit dem Hamiltonoperator H von Meh-
relektronensystemen, d.h.

[1512,111} — 0. (26.9)

Daher kann jede Eigenfunktion von H auch als Eigenfunktion von Py, gewiihlt
werden. Wir haben damit das grundlegende Konzept der Permutationssymmetrie
eingefiihrt:

Eine quantenmechanische Wellenfunktion muss bei Vertauschung identischer Teil-
chen entweder in sich iibergehen oder ihr Vorzeichen wechseln.

Man spricht von symmetrischen bzw. antisymmetrischen Wellenfunktionen beziig-
lich Permutation.

Ob die Wellenfunktion symmetrisch oder antisymmetrisch sein soll, kénnen wir aus
der obigen Herleitung nicht entscheiden. Hier benétigen wir ein weiteres grundle-
gendes Postulat der Quantenmechanik, das sogenannte Pauli—Prinzip. Das PAULI-
Prinzip formuliert einen tieferen Zusammenhang zwischen dem Spin von Teilchen
und der Permutationssymmetrie ihrer Wellenfunktion:

Pauli—Prinzip:

1. Identische Teilchen mit ganzzahligem Spin miissen durch Wellenfunktionen
beschrieben werden, die symmetrisch sind beziiglich der Vertauschung der
Raum- und Spinvariablen irgend zweier Teilchen i, j:

~

PU =0, (26.10)

2. Identische Teilchen mit halbzahligem Spin miissen durch Wellenfunktionen
beschrieben werden, die antisymmetrisch sind beziiglich der Vertauschung
der Raum- und Spinvariablen irgend zweier Teilchen i, j:

A

Py = —. (26.11)

Teilchen der ersten Art (ganzzahliger Spin) heifen Bosonen.
Teilchen der ersten Art (halbzahliger Spin) heiften Fermionen.

Speziell fiir Elektronen lautet das PAULI-Prinzip:

Die Gesamtwellenfunktion eines Mehrelektronensystems inklusive des Spins bzw.
der Spins muss antisymmetrisch sein beziiglich der Vertauschung irgend zweier
Elektronen.
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Die Permutationssymmetrie hat wichtige Konsequenzen fiir die Struktur der Wel-
lenfunktion. Betrachten wir als Beispiel die Wellenfunktion fiir den Fall, dass sich
zwei Elektronen in demselben Spinzustand (|a)) am selben Ort befinden, d.h.

P, =T (26.12)

Die Spinfunktion sei |a, a), d.h. beide Elektronen sollen im Spinzustand « sein.
Dann gilt wegen der Antisymmetrie

W(Faafb) |Oé, a> = _\I/(Fba 7/_"a) |a7 a> (2613)

und fiir r, = r,, folgt, dass

(7, 7a) = =0 (7o, 7a) (26.14)
und damit, dass
2U(7,,7,) =0 (26.15)
bzw. dass
U (7, Tyy...) =0 (26.16)

ist. Fiir mehr als zwei Elektronen gilt entsprechend W(7,, ..., 7,,...) = 0. Die Wel-
lenfunktion, und damit die Wahrscheinlichkeit, zwei Elektronen mit gleichem Spin
am selben Ort zu finden, ist also identisch Null. Die Permutationssymmetrie der
Wellenfunktion zwingt Elektronen mit gleichem Spin, Abstand zu halten. Dies gilt
nicht fiir Elektronen mit verschiedenem Spin, siehe Kapitel 28. Man spricht auch
von Pauli-Abstoffung bzw. von einem Fermi—Loch in der Elektronendichte. Dieser
Effekt resultiert nicht aus einer physikalischen Wechselwirkung der Elektronen,
sondern aus der Symmetrieeigenschaft der Gesamtwellenfunktion.
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27 Addition von Drehimpulsen in der Quanten-
mechanik

Ein grundlegendes Problem der Quantenmechanik ist die Beschreibung des Dreh-
impulses eines Mehrteilchensystems. Bereits im Wasserstoffatom mit einem einzi-
gen Elektron haben wir einen Bahndrehimpuls und einen Spin, also zwei Drehim-
pulse. Im Heliumatom haben wir bereits zwei Bahndrehimpulse und zwei Spins,
also vier Drehimpulse. Es stellt sich also die Frage, wie sich der Gesamtdrehimpuls
ergibt.

In Molekiilen haben Elektronen keinen definierten Bahndrehimpuls, da das Poten-
tial nicht sphéarisch symmetrisch ist. Die Elektronen haben aber einen Spin, und
es stellt sich die Frage nach dem Gesamtspin S des Systems.

Fiir eine allgemeine Diskussion des grundlegenden Problems der Drehimpulskopp-
lung betrachten wir ein System mit zwei Drehimpulsen bzw. Drehimpulsoperatoren

~ ~

Jts Ja. (27.1)

Die j_i und 32 kénnen dabei zwei Bahndrehimpulse, ein Bahndrehimpuls und ein
Spin oder zwei Spins sein.

Da Drehimpulsoperatoren verschiedener Teilchen sowie Spin- mit Bahndrehimpul-
sen kommutieren, gilt

7] =0 212

Damit sind die Quantenzahlen j;,m; und j,ms auch gute Quantenzahlen des
Gesamtsystems. Der Gesamtzustand kann also durch die Quantenzahlen

J1,Mas J2, Mo (27.3)
klassifiziert werden und soll als
|71ma) [jamea) = |71, ma; Jo, ma) (27.4)

bezeichnet werden. Wir kennen damit von jedem einzelnen Drehimpuls den Betrag
und die Projektion auf die z—Achse.

Es stellt sich die Frage, ob wir auch den Wert des Gesamtdrehimpulses und die
Projektion des Gesamtdrehimpulses auf die z—Achse angeben konnen. Eine offen-

sichtliche Definition fiir den Operator fdes Gesamtdrehimpulses ist

1>
1>

= Ji + - (27.5)

S
—
)
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Zunéchst miissen wir verifizieren, dass j wieder ein Drehimpulsoperator ist. Wir
bilden

[}mujy:| = jlm _'_ijujly +52y:|
= (311« +j21> (jly +32y> - (313/ +52y) (ju +j21>

~ ~ ~

- jla:ajly} + |:]2x752yi| + |;71x752y1| + [ijajly] (276)

= jla}ajly:| + |:52x752y:|
= ih (i + Jo: ) = ihj-.
Dabei haben wir verwendet, dass jl und j, kommutieren. Entsprechend gilt

[5'@,,32} = ihj,, (27.7)

[j‘z, j‘x] = ikj,. (27.8)

Die Komponenten von j geniigen also den Kommutatorrelationen fiir Drehimpulse.
Der in Gleichung (27.5) definierte Operator stellt daher also einen Drehimpulsope-
rator dar.

Alleine aus den Kommutatorrelationen folgt:

72 hat die Eigenwerte h%j(j + 1) ,

jz hat die Eigenwerte Am mit m = —73,...,7 .

Die Quantenzahl j kann dabei ganzzahlig oder halbzahlig sein. Entsprechend ist
m ganzzahlig oder halbzahlig. Des weiteren gilt

Als néchstes stellt sich die Frage, ob wir die Quantenzahlen j, m gleichzeitig mit
J1,m1 und jo, mo spezifizieren kénnen.

Dies ist moglich, wenn die entsprechenden Operatoren kommutieren. Eine elemen-
tare, aber langliche Rechnung zeigt

23 =] =0 (27.10)

d.h. es ist moglich, die Eigenwerte ji,jo,7 simultan zu spezifizieren. Es gilt

[jz,j'z} = 0, wie fiir alle Drehimpulsoperatoren, und

[527312] = [5'12 +32z,312] = [}lz,jf] =0 (27.11)
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sowie

Also bilden
It Jas 3% 1 (27.13)

einen kommutierenden Satz von Operatoren. Der entsprechende Satz von Quan-
tenzahlen ist

(J1, Jo; J, m). (27.14)
Der zugehorge Zustand sei mit |71, j2; j, m) bezeichnet. Kénnen wir auch noch my,
my spezifizieren?
Eine elementare Rechnung liefert

[512752] = 2'Lh {jlijJ: - jlszy} 7£ O (2715)
und
[522732] = 2Zh {.}23}.}1:13 - ij,}ly} # O (2716)

Die Operatoren Ji, j22 kommutleren also nicht mit ;2. Der Satz der Eigenfunktio-
nen der Operatoren 72, 32, 72 und j, kann also nicht simultan ein Satz der Eigen-
funktionen von j1, und j,. darstellen.

Wir haben also alternativ die Moglichkeit Eigenfunktionen zu j2, ji., j2, jo. oder
zu 7%, 72, 5%, j. mit den Quantenzahlen

(A)  (jimy;jame) (j unbestimmt)
oder

(B)  (j1,J2;7m)  (mq, ma unbestimmt)

zu bestimmen. Nur im Zustand (B) kennen wir den Wert j des Gesamtdrehim-
pulses. Dafiir ist die Projektion mq, ms der einzelnen Drehimpulse unbekannt. Die
Bedeutung der Zustdnde (B) liegt in der ausgezeichneten Rolle des Gesamtdre-
himpulses als Erhaltungsgrofe.

Man nennt die Umrechnung von Zustédnden mit den Quantenzahlen (A) auf Zu-
stdnde mit den Quantenzahlen (B) Drehimpulskopplung. Die Zusténde |j1, jo; j, m)
konnen als Linearkombinationen der Zusténde |ji,mq) |j2, m2) = |j1, M1, j2, m2)
erhalten werden und umgekehrt. Wir untersuchen dazu die Wechselwirkung der
Drehimpulse und betrachten die moglichen Werte von j und m fiir gegebene Wer-
te (Jima; Jame).
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Da j, = Jji» + Jo» gilt, sind die Funktionen |71ma) |jame) = |71, m1; jams) auch
Eigenfunktionen zu j,, aber nicht zu 52, mit dem Eigenwert Aim wobei

m = my + my. (27.17)

Wird der Zustand |ji, j2; j, m) als Linearkombination der Zusténde |j;, m1; j2, m2)
aufgebaut, so konnen an dieser Linearkombination nur Zusténde |71, m1; j2, mso) be-
teiligt sein, fiir die mj +msy = m gilt. Damit ergeben sich die Zustéande |ji, j2; 7, m)
als

|.j17 jQ; j7 m> = Z C(.jlv m17j27 ma; .j7 m) Ulv ml) |.j27 m2> : (2718>

mi,m2
m1+me =m

Die Koeffizienten C'(j1, m1, j2, me; j, m) heiffen CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten.
Die Berechnung der CLEBSCH-GORDAN-Koeffizienten wollen wir hier nicht be-
sprechen.

Etwas schwieriger ist es, die Bedingung fiir die sich bei der Drehimpulskopplung
ergebenden Werte von j herzuleiten. Wir geben hier nur das Resultat, die soge-
nannte Dreiecksbedingung, an:

J=g+d i+ — 1l — el (27.19)

Daraus folgt insbesondere, dass j ganzzahlig ist, wenn j; und j, ganzzahlig sind
und dass j halbzahlig ist, wenn j; ganzzahlig und j, halbzahlig ist, sowie dass j
ganzzahlig ist, wenn j; und j, halbzahlig sind. So ist beispielsweise fiir Bahndre-
himpuls und Spin eines p-Elektrons j; = 1 und j, = % Damit kann j die folgenden
Werte anehmen:

3 1
Jj= 2 oder j = 7 (27.20)

Allgemein gilt fiir ein Elektron mit Bahndrehimpuls [ und Spin %:

1 1

Als einfachstes und besonders wichtiges Beispiel betrachten wir die Kopplung der
Spins zweier Elektronen, z.B. im Heliumatom. Fiir ein Elektron haben wir bereits
die Zustéande

1 1
|a) mit s = 5 und mg = 5 (27.22)

und

1
|5) mit s = 5 und my = ——. (27.23)
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eingefiihrt. Fiir zwei Elektronen haben wir also vier mogliche Spin—Zustéande:
1 1 11 I 1\ |11
e et N = |a(1 2 27.24
555 3)=|55) [53) —lela@ 1 e
11 1 11\ |1 1
P g — =Y =la(l 2 27.2
F 33" |pa)pos) —lewbey  n e
111 1 1\ (|11
e e e ) Ei S 16 1 2 27.2
53 3) |53 |ps) PO e

2
5 -3 3 3= 330 [3o) - BB W ran

Der Gesamtspin hat in diesen Zusténden keinen definierten Wert, d.h. diese Zu-
stinde sind nicht Eigenzustinde von S? = (8] + 55)(51 + 52).

Nach Gleichung (27.19) sind die méglichen Werte der Gesamtspinquantenzahl S:

11
1,1 4
S = {f " (27.28)
= — ==
27 2
S=0,1. (27.29)
Die moglichen Eigenwerte Mg von S, sind damit
Mg =0, +1. (27.30)
Die gekoppelten Zustande, d.h. Eigenzustinde zu
s1,s5,5%, S, (27.31)

sind also
,0)

;0

i1, —1
‘81782757 MS> = 1 > (2732)
1

,0)

) 2a ) ]->

Diese vier Zustande missen sich als Linearkombinationen der vier Zustande in den
Gleichungen (27.24) bis (27.27) darstellen lassen.

N[ MIH le [\DlH
|>—l [\3|>—A [\3|>—A [\’)I»—A

Der erste Zustand in Gleichung (27.32) gehort zu S = 0 und entspricht anti-
parallelen Spins: die beiden Spinvektoren "addieren" sich zu Null. Die anderen
drei Zustédnde gehoren zu S = 1. Wenn keine spinabhéngigen Wechselwirkungen
vorhanden sind, was héufig der Fall ist, dann sind die drei Zustédnde mit S = 1
und Mg = 0, =1 entartet. Man nennt dies ein Spin—Triplett. Entsprechend bildet
der Zustand mit S = 0 und Mg = 0 ein Spin—Singulett.

Die Entwicklung der Zusténde |s1, s9, S, Mg) nach den Zusténden |sy, mg1) |sams2)
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ist durch

=
o

1
> 2 (la(D) 18(2)) = [B(1)) |a(2))) (27.33)

1, —1> — 18(1) 18(2) (27.34)

(D)) [8(2)) +[6(1)) [a(2))) (27.35)

N = N —= N~ N
N NI N N

(
) (2)) (27.36)

)

1 1> = |a(1)

gegeben. Dies 1aRt sich leicht durch Bilden der Erwartungswerte (S?%) = (s? +
25159 + s3) und (S,) = (s1, + s2.) und Einsetzen der Zusténde zeigen.

Die Gesamtspinfunktionen fiir zwei Elektronen werden uns bei der Behandlung
des Heliumatoms und des Wasserstoffmolekiils wieder begegnen. Dariiber hinaus
ist das "Elektronen—Paar" von entscheidender Bedeutung in Molekiilen, da sich
mit ihm die Elektronenpaarbindung beschreiben lasst.

In einem isolierten Atom ist der Gesamtdrehimpuls zum Gesamtdrehimpulsope-
rator .J aller Bahndrehimpulse und Spins immer eine Erhaltungsgrofse, da der

Hamiltonoperator H der Elektronen eines Atoms mit .J kommutiert:

[f i) =o. (27.37)

J setzt sich zusammen aus dem Bahndrehimpuls aller Elektronen, dem Spin aller
Elektronen und evtl. dem Kernspin.

In Molekiilen kommutiert J nicht mit H , lediglich der Gesamtspinoperator S kom-
mutiert mit H: .
[5, H] — 0. (27.38)

In Gleichung (27.38) ist enthalten, dass die Eigenfunktionen von H nach der Quan-
tenzahl des Gesamtspins klassifiziert werden kénnen.

Dagegen kommutieren in Atomen und Molekiilen die einzelnen Bahndrehimpuls-
operatoren und Spinoperatoren nicht mit H. Daher spielen die Zustande zu J fiir
Atome bzw. zu S? fiir Molekiile eine besondere Rolle, da diese gleichzeitig Eigen-
funktionen des Hamiltonoperators sind.
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28 Angeregte Zustande des Heliumatoms

Die angeregten elektronischen Zustéinde ¥ des Heliumatoms sind wie der Grund-
zustand die Losungen der zeitunabhéngigen Schrodingergleichung

HU), = E, ¥, (28.1)

mit dem in Kapitel 24 besprochenen elektronischen Hamiltonoperator

- 1= Z 1z A 1
H=--V:- = Vi "4~ 28.2
2 ! T1 2 2 T2 + T12 ( )
des Heliumatoms. Wie bei der Behandlung des Grundzustandes in Kapitel 24
vernachléssigen wir in einem ersten Schritt die Elektron-Elektron—Wechselwirkung

und betrachten den vereinfachten Hamiltonoperator

. 1o Z 1 Z
Hy=—V-—=_-_V:_Z=
’ 270 2% (28.3)
= ho(1) + ho(2)
mit
- lo, Z

Wie in Kapitel 24 ausgefiihrt, sind die Eigenfunktionen von H, Produkte von
wasserstoffartigen Atomorbitalen ¢,,;,,,(7).

In erster Naherung erhalten wir daher angeregte Zustdnde des Heliumatoms, wenn
wir mindestens eines der Elektronen in ein Orbital mit n # 1 setzen, z.B.

U (7, 7) = ¢100(71) P200(72). (28.5)

Dies ist eine sogenannte (1s, 2s)-Konfiguration. Generell gibt eine Konfiguration
an, welche Hauptquantenzahl n und welche Nebenquantenzahl [ die Orbitale besit-
zen, die eine Vielelektronenwellenfunktion aufbauen und wie viele Orbitale mit den
Quantenzahlen n und [ zur Vielelektronenwellenfunktion beitragen. Beispiele fiir
die Konfiguration wiren (1s,1s) = (1s?), (1s,2s) = (1s',2s'), (1s,2p) = (1s, 2p!)
oder (2p,2p) = (2p?). Dabei wird die Anzahl der Orbitale zu einem Satz Quan-
tenzahlen n und [, die zur Vielelektronenwellenfunktion beitragen, durch einen
hochgestellten Index angegeben. Dieser wird, fiir den Fall, dass er gleich eins ist,
auch oft weggelassen. Welche magnetische Drehinpulsquantenzahl m oder welche
magnetischen Spinquantenzahlen mg die beteiligten Orbitale haben, wird nicht
angegeben.

Die Wellenfunktion W(1,2) aus Gleichung (28.5) wire Eigenfunktion von H, wenn
es keine Elektron-Elektron-Wechselwirkung gdbe, d.h. wenn der Term é in H
nicht auftreten wiirde.
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Fiir das Verstandnis der angeregten Zustdnde des Heliumatoms sowie der Struktur
aller komplexeren Atome ist die Beriicksichtigung des Elektronenspins entschei-
dend. Ein Elektron mit Spin in einem wasserstoffartigen Orbital beschreiben wir
durch die Spinorbitale

gbnlm,a(f‘;’) - anlm('f_‘;) |0z(2)) (286)

oder

(bnlm,ﬁ(ﬁ) = ¢nlm<ﬁ) |6<Z)> . (287)

Dabei haben wir durch die Klammer (¢) in den Spinfunktionen |«()) und |5(7))
angegeben, auf welches Elektron, hier das i-te Elektron, sich die Spinfunktion
bezieht.

Alternativ konnen wir die beiden Spinorbitale auch durch Spinoren
¢nlm,a(ri) = <¢ l0< )> (288)

und

Prim,p(75) = < %z&ﬁ)) (28.9)

darstellen. Wenn wir speziell den rédumlichen Anteil ¢,;,,(7) eines Spinorbitals
ansprechen wollen, nennen wir diesen manchmal Raumorbital.

Fiir eine Wellenfunktion W(1,2) des Heliumatoms zur Konfiguration (nl, n'l’) ma-
chen wir zunéchst den Ansatz

U(L,2) = G (71) [0(1) Surrar (72) 107(2) (28.10)
mit |o(1)) = |a(1)) oder |o(1)) = (1)) und [o/(2)) = |a(2)) oder [o"(2)) = |8(2)).

Bei zwei Elektronen gibt es vier Kombinationsméoglichkeiten fiir die Spins:
a(1)) Je(2)) 11
(1) 18(2)) T
16(1)) [e(2)) 11
B 1A(2)  H
Als néchstes sei das Verhalten des Spinanteils bei Vertauschung des Elektronenko-
ordinaten betrachtet. Bei einer Vertauschung der Koordinaten sind die Produkte
a(l)a(2) und B(1)5(2) symmetrisch, die gemischten Produkte aber sind weder
symmetrisch, noch antisymmetrisch. Wir bilden daher Linearkombinationen aus

den gemischten Produkten, die definierte Symmetrie bei Koordinatenvertauschung
aufweisen:

\I[(LQ) = ¢nlm<Fl)¢n/l/m/<F2> (2811)

1
IX+) = 7 (1)) [6(2)) + |B(1)) [e(2))], (28.12)

Ix-) = — [le(1)) [8(2)) — [6(1)) [a(2))]- (28.13)

Sl -
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Offensichtlich ist |x;) symmetrisch und |x_) antisymmetrisch beziiglich Vertau-
schung der Elektronenkoordinaten. Wir modifizieren unseren Ansatz fiir ¥(1,2)
daher zu

X-)

16(1)) 18(2))
IX+)

(1)) |a(2))
Schliefslich betrachten wir noch das Verhalten des Raumanteils der Wellenfunktion

U(1,2) bei der Vertauschung der Elektronenkoordinaten. Zur Vereinfachung der
Notation setzen wir a = (nlm),a’ = (n'l'm’). Die Produkte

¢a(771)¢a’(772) (2815)

U(1,2) = Gt () St (7) (28.14)

und

(ba’ (Fl)(ba(fé) (2816)

haben identische Energie. Sie haben aber fiir den allgemeinen Fall a # a' kei-
ne definierte Symmetrie beziiglich der Koordinatenvertauschung. Wir definieren
daher fiir a # o die Funktionen W, (1,2) und ¥_(1,2), die ausschlieflich einen

Raumanteil beschreiben
1
V2

Offensichtlich ist ¥ (1,2) symmetrisch und ¥_(1,2) antisymmetrisch bei Koordi-
natenvertauschung.

\II:I:(lv 2) = [¢Q(F1)¢a’ (7?2) + ¢a’(F1)¢a(F2)] . (2817)

Die gesamte Vielfalt von Wellenfunktionen mit definiertem Symmetrieverhalten
bei Koordinatenvertauschung fiir zwei Elektronen ist also

X-)
\11(1,2):{%21335} |5(1|)>>(5<2>> : (28.18)

(1)) [e(2))

Nach dem PAULI-Prinzip muss die Gesamtwellenfunktion W(1, 2) bei Vertauschung
der Koordinaten der beiden Elektronen antisymmetrisch sein. Daher sind nur fol-
gende Wellenfunktionen zuléssig

W, (1,2) )
W(1,2) = 1B(1) 152) (28.19)
(L2 3 ) ¢

(1)) [(2))

Eine symmetrische Raumfunktion W, (1,2) impliziert also eine antisymmetrische
Spinfunktion |y_) und umgekehrt.
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Gleichung (28.19) hat weitreichende Konsequenzen. Betrachten wir zwei Elektro-
nen mit gleichem Spin, d.h. |a(1)) |a(2)) oder |5(1)) |£(2)). Dann ist nur die Raum-
wellenfunktion

1 S S S S
U_(1,2) = —= [¢a(71)da (72) — G (F1)Pa(T2)] (28.20)
V2
zuldssig. Fira =d/, dh. n=n',1 =1';m =m/, ist dann aber ¥_ = 0 und damit
v =0, (28.21)

d.h. dieser Zustand existiert nicht. Mit anderen Worten, haben zwei Elektronen
gleichen Spin, kénnen sie nicht im gleichen Raumorbital sein, sondern zwei ver-
schiedene Raumorbitale miissen die Wellenfunktion aufbauen. Umgekehrt folgt
aus Gleichung (28.17) fiir den Fall a = o/, dass der Raumanteil von W(1,2) durch
¢a(T1)0q(T2) gegeben ist, d.h. das gleiche Raumorbital ist mit zwei Elektronen
besetzt. In diesem Fall muss die Spinfunktion |y_) sein, d.h. dass an den Spin-
funktionen eine a-Spineigenfunktion und eine [-Spineigenfunktion beteiligt sein
muss. Man sagt dann, dass die beiden Elektronen unterschiedlichen Spin haben
miissen.

Dies ist das Paulische AusschliefSungsprinzip: Jedes Spinorbital kann nur von einem
Elektron besetzt werden. Oder wenn zwer Elektronen dasselbe Raumorbital besetzen,
muss thr Spin ,,antiparallel” sein.

Die Spinfunktionen in Gleichungen (28.12) und (28.13), die geméf ihrer Permuta-
tionssymmetrie konstruiert wurden, sind identisch mit den Gesamtspineigenfunk-
tionen fiir zwei Elektronen, die wir in Kapitel 24 diskutiert haben. Im Falle von

zwei Elektronen sind also Eigenfunktionen des Gesamtspins (SZ, SZ> und FEigen-

funktionen des Permutationsoperators (]512) identisch. Dies gilt im Allgemeinen,
d.h fiir Wellenfunktionen mit mehr als zwei Elektronen, nicht.

Wir merken uns:

Der Spin—Singulett—Zustand (S = 0, My = 0) hat die Spinfunktion

1
X-) = 7 {la(0) [6(2)) = [B(1)) la(2))} (28.22)

und ist antisymmetrisch bzgl. Permutation.

Der Spin—Triplett—Zustand (S = 1, My = 0, £1) hat die drei Komponenten

16(1))18(2)) (28.23)
IX+) = % {la(1)) 18(2)) +18(1)) |a(2))} (28.24)
(1)) |e(2)) (28.25)

und ist symmetrisch bzgl. Permutation.
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Um diese Uberlegungen auf mehr als zwei Elektronen zu erweitern, ist folgende
Schreibweise dufserst niitzlich. Im Falle von zwei Elektronen fiihren wir Wellen-
funktionen als

L [bull) Gw(®)|_ 1 oo
2(1,2) = 7| Pl )| = 75 e (V6w (2) = b (D6uo(2)] - (2826)

ein, wobel ¢ur (1) = Gpim(71) |0(1)) ein Spinorbital ist. Eine Wellenfunktion in der
Form von Gleichung (28.26) heifit Slaterdeterminante.

Eine Vertauschung der Elektronenkoordinaten in W(1,2) entspricht einer Vertau-
schung der Zeilen der Determinante und fithrt daher zu einer Anderung des Vorzei-
chens von ¥(1, 2), fithrt also ¥(1,2) in —¥(2, 1) iber. Damit ist U(1, 2) antisymme-
trisch beziiglich einer Vertauschung der Elektronenkoordinaten. Eine Slaterdeter-
minate beschreibt also per Konstruktion eine antisymmetrisierte Wellenfunktion.
Wenn wir a = a’, 0 = ¢’ setzen, d.h. wenn zwei Elektronen im gleichen Spinorbital

sind, dann ist

W(1,2) = o |Par (L) Far(2)

\/5 ¢ao(2) ¢ao(1)

da die Determinante verschwindet, wenn zwei Spalten gleich sind. Das Ausschlie-
Rungsprinzip ist also garantiert.

=0, (28.27)

Slaterdeterminanten beschreiben grundsétzlich antisymmetrische Wellenfunktio-
nen. Slaterdeterminanten sind aber im Allgemeinen keine Eigenfunktionen von 52
Von den Wellenfunktionen ¥(1,2) in Gleichung (28.19) sind ¥_(1,2) |a(1)) |a(2))
und WV_(1,2)|8(1))|B(2)) Slaterdeterminanten, wahrend W_(1,2)|y+) und
U, (1,2) |x-) Linearkombinationen aus zwei Slaterdeterminanten sind. Die De-
finition in Gleichung (28.26) einer Slaterdeterminante kann direkt fiir den Fall von
mehr als zwei Elektronen verallgemeinert werden.

Fiir den Grundzustand des Heliumatoms ergibt sich aus der Betrachtung von Spin
und Permutationssymmetrie lediglich, dass der Spin—Zustand ein Singulett sein
muss, da die Ortsfunktion symmetrisch bzgl. Permutation ist. Ansonsten sind
die Rechnungen in Kapitel 24 durch den Spin nicht betroffen. Dies ist anders
fiir die angeregten Zustiande des Heliumatoms, fiir die Singulett— und Triplett—
Spinfunktionen méglich sind. Wie wir sehen werden, haben Singulett— und Triplett—
Zustéande verschiedene Energie, obwohl die Spinvariable im Hamiltonoperator gar
nicht vorkommt.

Wir berechnen die Energie von angeregten Zustianden des Heliumatoms in 1. Ord-
nung Storungstheorie. Es sei ein Elektron im Orbital a = (n, [, m) und das zweite
Elektron im Orbital ¢’ = (n/,I’,m’) mit a # o’. In nullter Ordnung, d.h. beim
Vernachléssigen von é, ist die Energie einfach die Summe der Orbitalenergien

eines wasserstoffartigen Atoms.

1 11
EO) _ =7 (_ I _) (28.28)

n2 n'2
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Wir zeigen dieses am Beispiel der Wellenfunktion W(1,2) = ¥, (1,2)|x_). Die
Energie ist dann der Erwartungswert

(oo o vy )y = (W || W) (e xo)
_ <\11+ ’HO) \I/+>
/d’rld'rz U* (7, 7%) [i}(l) + ﬁ(2)} Wy (7, 7%)
_ % / Ay {65 (P65 () + 65(7)0% (7))
() + ()] {6071 (72) + 0u(F2) (P}
= (6a|B| 6 + (6 |B] 60')

Dabei haben wir verwendet, dass der Hamiltonoperator Hy den Spin nicht enthalt
und nicht auf den Spin wirkt. Daher faktorisiert die ramliche Integration und
die Spinintegration im Energieerwartungswert in Gleichung (28.29). Des weiteren
wurde die Normierung der Spinfunktion, (x_ | x_) = 1 und die Orthonormalitét
der Orbitale (¢, | ¢0) = 1, (¢a | por) = 0 und (¢o | ¢o) = 1 verwendet. Die Energie
bis einschlieflich 1. Ordnung ist

(28.29)

E(O /d?“l /d?"g 1, T —\P(Fl,FQ). (2830)
T12
Wir betrachten die Auswertung des Integrals in Gleichung (28.30) fiir den Fall
U(1,2) = U, (1,2)|x-) genauer:

1
/dfidfg \II*(Fl,FQ)_\II(Fl,FQ) = <\I/

12
1
= (¥4 x- , Wy x-

;;><Xx> (2831
_ <\I,+

T12
/dT1/dT2 \I[* L, T ‘;[/Jr( ))
7“12

Im Schritt von der zweiten zur dritten Zeile haben wie wieder verwendet, dass der
Operator é den Spin nicht enthélt und die Integration iiber rdumliche Koordi-
naten und iiber Spinkoordinaten daher faktorisieren. Die Integration iiber die Spi-
norbitale ergibt wegen der Normierung der Spinfunktion y_ lediglich einen Faktor
von eins, d.h. (x_ | x—) = 1. Auch fiir die anderen Wellenfunktionen in Gleichung
(28.19) liefert die Spinintegration nur einen Faktor von eins und das Integral in
Gleichung (28.30) reduziert sich auf ein rdumliches Integral fiir den rdumlichen
Anteil ¥ (1,2) oder ¥_(1,2) der Wellenfunktion W(1,2). Damit haben die drei
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Triplett—-Komponenten notwendigerweise die gleiche Energie. Mit den Gleichun-
gen (28.19), (28.30) und (28.31) gilt fiir die Energie Eg) des Singlett—Zustands in
erster Ordnung

1

EY — EO 4 / AFy iy W (7, 7o) 0 (7 ) (28.32)

und fiir die entsprechende Energie E;l) der Triplett—Zusténde

1
EWY = EO 4 / iy dity W (7, 7o) ——W_ (7, 7). (28.33)
12
Es gilt:
— — ES — — ]' — —
/d’f’ld'f’g\pi(’f’l,T2>—\I/:|:(7’1,T2) =
T12
]' — — * [ = * [ = * [ = * [ = ]' — — — —
= §/d7”1 dry [, (71) G (T2) & & (71) 0 (72)] — [Ga(71)bar (T2) £ Gar (T1) Pa(72)]
1
=5 [27 £2K]
—J+K (28.34)
mit
— 7 * [ = * [ = ]' — —
J: /dTldTQ gba(Tl)gba/(T‘Q)T—gba(?“l)gba/(?"g) (2835)
12
und
- 7 * [ = * [ = ]' — —
K= / 77 637304 (72) 672 (7). (28.36)
12

Das Integral K ist das sogenannte "Austauschintegral”. Es ergibt sich aus dem
Coulombintegral J, indem man 77 und 75 auf der rechten Seite des Integranden ver-
tauscht. J und K spielen eine zentrale Rolle in der Theorie der Elektronenstruktur
von Atomen und Molekiilen. Wahrend das Coulombintegral J die elektrostatische
Abstofung der durch ¢7(1)¢,(1) und ¢! (2)¢pa (2) gebildeten Ladungswolken be-
schreibt hat das Austauschintegral K keine klassische Interpretation.

Zusammenfassend haben wir also die Energien

EY =EO 4+ J+ K (28.37)
EV=EFEO 1 J_K (28.38)

vorliegen. Anmerkung: Diese Rechnung gilt nur fiir a # o, da die Wellenfunktion
in Gleichung (28.19) fir @ = @' nicht auf 1 normiert ist. Fiir a = @' (z.B. beim
Grundzustand von Helium) verschwindet der Triplett—Zustand und es gibt nur

noch den Singulett—Zustand mit Eg) = EO 4+ J siche Kapitel 24.
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Singlett- und Triplett—Zustédnde unterscheiden sich also um die Energie 2K (die
von a und o’ abhéngt). Dabei ist K im Allgemeinen nicht klein, sondern typi-
scherweise mehrere eV. Da K > 0 gilt, folgt Eg > Ep: Der Triplett-Zustand liegt
energetisch unter dem Singlett—Zustand. Dies gilt im Allgemeinen auch fiir ange-
regte elektronische Zustdande von Molekiilen.

Es ist zu beachten, dass der Energieunterschied von Singlett—Zustand (S = 0)
und Triplett—Zustand (S=1) nichts mit Spin—Spin—Wechselwirkungen zu tun hat,
sondern allein eine Konsequenz des Pauli—Prinzips und der ElektronenabstofSung
ist. Im Triplett—Zustand ist die Spinwellenfunktion symmetrisch und die Ortswel-
lenfunktion W_(1,2) antisymmetrisch und verschwindet fiir 7, = 7%. Daher kénnen
sich die Elektronen nicht beliebig nahe kommen. Im Singulett-Zustand ist die
Spinwellenfunktion antisymmetrisch und die Ortwellenfunktion ¥, (1,2) symme-
trisch. Somit konnen sich die Elektronen beliebig nahe kommen. Daher liegt im
Singulett—Zustand eine starkere Wirkung der Elektronenabstoffung vor, die die
Energie erhoht.
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Wir wollen in diesem Abschnitt das Hj —Molekiilion und das Wasserstoffmolekiil
als die einfachsten molekularen Systeme genauer betrachten. Das Hj -Molekiil exis-
tiert in der Realitdt, d.h. es ist gebunden, und stellt damit das einfachste Beispiel
einer Finelektronenbindung dar. Das Wasserstoffmolekiil Hy ust der Prototyp einer
Elektronenpaarbindung.

29 Das Hj—Molekiilion

29.1 Hamiltonoperator und Symmetrieeigenschaften

Der Gesamthamiltonoperator des Hj-Molekiils beziiglich der beiden Kerne und
des Elektrons lautet in atomaren Einheiten:

. 1 - 1 =, 1=y 1 1 1
H=——V - Vi —-Vi-o— - — =, (29.1)

2m,,

Dabei steht m,, fiir die Protonenmasse in Einheiten der Elektronenmasse, v A und

V 5 stehen fiir die Nablaoperatoren beziiglich der Koordinaten R und R4 der bei-
den Wasserstoffatome, V steht fiir den Nablaoperator der Elektronenkoordinate,

T4 = ‘F — R)A} und rg = ‘F — R’B} stehen fir die Abstande des Elektrons von den

Kernen A und B und R = ‘ﬁA — ﬁg) steht fiir den Abstand der Kerne, siche
Skizze.

o
A B <

Abb. XII.1: Abstande im H;—Molekﬁl

Das Hj—Molekiil ist ein 3-Kdrper—Coulomb—Problem wie das Heliumatom, nur
Massen und Ladungen sind verschieden. Die Schrodingergleichung ist ebenfalls
nicht exakt 16sbar. Wir fiihren eine einfache und extrem wichtige Naherung, die
Ndiherung fixvierter Atomkerne, ein. Wir sehen, dass im Hamiltonoperator in Glei-

chung (29.1) die kinetische Energie der Atomkerne den Faktor (%p) enthélt. Die

Kerne bewegen sich daher etwa 2000-mal langsamer als die Elektronen. Wir kon-
nen daher in guter Naherung die Kerne festhalten, d.h. den Grenzwert m, — oo
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annehmen und nur die Bewegung des Elektrons um die fixierten Kerne betrachten.
In der Quantenchemie im engeren Sinne, d.h. bei der Behandlung der Elektronen,
macht man grundséatzlich diese Idealisierung. Der Hamiltonoperator wird damit zu

A 1 1 1 1
fo-lge L1 1 (29.2)

Der Hamiltonoperator in Gleichung (29.2) beschreibt nur die Bewegung des Elek-
trons in dem 2-Zentren—Feld der beiden Wasserstoffkerne. Der Term % stellt le-
diglich eine additive Konstante zur Energie dar.

Bei der Behandlung von zweiatomigen Molekiilen wie dem Hj— oder dem
Ho—Molekiil begegnen uns einige neue Begriffe und Eigenarten dieser Systeme,
die vorab besprochen werden sollen.

Der Hamiltonoperator in Gleichung (29.2) enthélt den Kernabstand R als Parame-
ter. Die Energieeigenwerte F; und die zugehorigen elektronischen Eigenfunktionen
héngen daher von R ab, sind also Funktionen FE;(R) von R, d.h. der Energieei-
genwert der elektronischen Zustdnde enthélt den mit der Kern—-Kern—Abstofsung
verbundenen Energiebeitrag. Im Augenblick interessiert uns vor allem der energe-
tisch niedrigste Eigenwert Fo(R), der zum elektronischen Grundzustand gehort.
Qualitativ gibt es zwei Moglichkeiten fiir den Verlauf von Ey(R):

(a)

Eo

Die Energie hat ein Minimum bei Ry. Das Molekiil ist chemisch gebunden.

(b)
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Die Energie wichst monoton an, wenn sich die Atome nahern. Es gibt keine che-
mische Bindung.

Ey hat die Bedeutung einer potentiellen Energie des Gesamtsystems aus Kernen
und Elektronen. Die Kraft auf die Atome ist daher

K=-—2. (29.3)
In (a) ist K anziehend fiir R > Ry, in (b) ist K abstofend fiir alle R. Man spricht
dementsprechend von anziehenden (attraktiven) und abstoflenden (repulsiven) Po-
tentialen. Der Minimalwert von Fjy in (a) bestimmt die Dissoziationsenergie D des
Molekiils.

Von allgemeiner Bedeutung sind die folgenden Symmetriebetrachtungen. Betrach-
tet man nur das Elektron, so héngt seine potentielle Energie im Hamiltonoperator

H aus Gleichung (29.2)

V(F) = LI (29.4)

A TB
nicht vom Azimuthwinkel ¢ um die z—Achse ab, wenn das Molekiil, wie in Ab-
bildung XII.1 gezeigt, entlang der z—Achse orientiert wird. Daher kommutiert die
z—Komponente des Drehimpulsoperators

~ ho
i 0p
mit H , wenn wir beriicksichtigen, dass [, auch mit —562 kommutiert, d.h.
[H, Zz] —0. (29.6)

Die Eigenfunktionen ¢(r,4, ) von H sind daher auch Eigenfunktionen von I,.
Daraus folgt, dass ihre Abhéngigkeit vom Azimutwinkel ¢ durch

o(r, 0, ) = u(r,0)e™? (29.7)
mit
m=0,+1,£2, ... (29.8)

gegeben ist. Die Quantenzahl m reprasentiert die Projektion des elektronischen
Drehimpulses auf die z—Achse, also auf die Molekiilachse.

Analog zur s,p,d,f~Nomenklatur von Atomorbitalen verwenden wir folgende No-
menklatur fiir Molekiilorbitale in linearen Molekiilen

Orbitalbezeichnung
m = 0 o
m = =+l T4
m

= 42 o
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Die Energie héngt nicht vom Vorzeichen vom m ab, d.h. 7— 6—, ... Orbitale sind
zweifach entartet.

Analog zu den Atomorbitalen konnen wir aus den komplexwertigen Molekiilorbita-
len aus Gleichung (29.7) reellwertige Molekiilorbitale durch Linearkombinationen
bilden, z.B.

Ty = %(mr +7), (29.9)
1
Ty = m(m — 7). (29.10)

Analog zur Situation bei Atomorbitalen ist das 7, bzw. das m,~Orbital langs der
x— bzw. y—Achse ausgerichtet bzw. liegt in der zz— bzw. yz—Ebene. Entsprechend
konnen auch aus 6—Orbitalen bzw. aus allen Orbitalen mit m > 0 reellwertige
Linearkombinationen gebildet werden.

In homonuklearen zweiatomigen Molekiilen (H3, Hy, Lis, etc.) gibt es eine weitere
Symmetrieoperation: das Potential V' ist invariant beziiglich Inversion ¥ — —r.
D.h., alle Molekiilorbitale sind entweder
gerade (g) © 6,(—7) = 0,(7) (20.11)
oder
ungerade (u) : @y (—7) = —@u (7). (29.12)

Die Orbitale lassen sich dann wie folgt beziiglich der Symmetrie klassifizieren

Og, Ou (m =0)
Tg, Ty (m = =£1)
Oy Ou (m = £2)

ete.

Wir kénnen den Index g, u analog zu m als zusétzliche "Quantenzahl" auffassen.

29.2 Die LCAO—-Naherung

Die Schrodingergleichung fiir den elektronischen Hamiltonoperator in Gleichung
(29.2) ist im Gegensatz zu derjenigen fiir den Gesamthamiltonoperator in Glei-
chung (29.1) exakt losbar, d.h. die Eigenfunktionen lassen sich durch bekannte
analytische Funktionen ausdriicken. Die mathematische Form der Losungen ist
allerdings sehr kompliziert und soll hier nicht diskutiert werden.



XII 29. DAS Hf -MOLEKULION 187

Wir beschrinken uns auf ein einfaches und fiir die Praxis duflerst wichtiges Néhe-
rungsverfahren zur Bestimmung der Molekiilorbitale, die LCAO-Methode (linear
combination of atomic orbitals). Die LCAO-Né&herung ist eine lineare Variations-
methode, siehe Kapitel 22.2. Der allgemeine Ansatz fiir ein Molekiilorbital ¢(r)

1st
o(F) = Z ¢i Xi(T)- (29.13)

Die x;(7) sind Funktionen, die an den einzelnen Atomen zentriert sind. Eine Mog-
lichkeit ist es, die Funktionen x;(r) als wasserstoffartige Atomorbitale zu wéhlen.
Daher der Name der Methode.

Im Unterschied zur Annahme, die wir bei der Einfithrung des linearen Variations-
prinzips in Kapitel 22.2 gemacht haben, sind die Basisfunktionen x;(7) im Allge-
meinen nicht orthogonal.

Im Fall des Hj —Molekiils ist der einfachste Ansatz

&(7) = caxa(r) + cexs(T) (29.14)

wobei x4(7) bzw. xp(7) Wasserstoff-1s-Orbitale sind, die am Atom A bzw. B
lokalisiert sind. Die Koeffizienten ¢4 und cg bestimmen wir iiber das lineare Va-
riationsverfahren

Anmerkung: Am Beispiel des Heliumatoms haben wir eine Variationsrechnung
fiir ein Zweielektronensystem durchgefiihrt. Es ist zu beachten, das wir hier nun
eine Variationsrechnung fiir ein Einelektronensystem mit komplizierter Geometrie
durchfiithren. Im Gegensatz zu unserem Ansatz beim Heliumatom fithrt der Ansatz
in Gleichung (29.14) auf einen linearen Variationsansatz.

Wie im Kapitel 22.2 besprochen, bestimmen wir die Koeffizienten eines linearen
Ansatzes der Form von Gleichung (29.13) fiir ein Molekiilorbital des Hf —Molekiils,
indem wir die zugehorige Energie unter der Nebenbedingung minimieren, dass das

Molekiilorbital normiert ist. Der Energicerwartungswert <<;5 ’I:I ’ <;5> eines durch den

Ansatz in Gleichung (29.13) gebenen Molekiilorbitals mit dem Hamiltonoperator
H aus Gleichung (29.1) ergibt sich genau wie in Kapitel 22.2 besprochen zu

<‘Z5 ‘H ‘ ¢> N Z ZHU Ci G (29.15)
i
mit

H;; = <Xi

H‘ Xj> . (29.16)

Wie in Kapitel 22.2 haben wir angenommen, dass die Orbitale ¢(7) und die Ba-
sisfunktionen x;(7) reellwertig sind. Dies ist zumindest fiir den Grundzustand des
Hi ~Molekiils gerechtfertigt, da er o—Symmetrie aufweist.
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Die Normierungsbedingung liefert

1=(¢]¢)
- <ZCin‘ ZCin>
- Z Zcz‘ (X | x5) ¢ (29.17)

= Z Z SijCiCj
i g

mit

Sij = (| X6 - (29.18)
Die Normierungsbedingung unterscheidet sich von derjenigen in Kapitel 22.2, d.h.
von Gleichung (22.15), da die Basisfunktionen nicht orthogonal sind.

Als LAGRANGE-Funktion ergibt sich

L(ClacQ"'vE):ZZHij C; Cj—E
J

i

(ZZS” ¢ cj> - 1] . (29.19)

i

wobei E wieder den Lagrangeparameter darstellt. Die Ableitungen der Lagrange-
funktion L nach den Koeffizienten ergeben die Gleichungen.

oL ~
GT:QZHnjcj—QEZSnjcjzo fiir n =1,2,... (29.20)
" j j
bzw.
 Hyce;=EY Syc¢ firn=12,. .. (29.21)
J J
Schreiben wir die Gleichung fiir jedes n = 1,2, ... untereinander, so ergibt sich
Hyicr + Hypep + - F ( Suer + S + )
Hyer + Haco + ... = E: ( Sacr + Swcy + ) (29.22)
Hsicp + Hscp + = E ( Ssici + Spc + )
oo+ i 4+ e = E (0 4+ 4 )
oder in Matrixschreibweise .
Hc = ESc, (29.23)

wobei die Matrizen H und S durch die Matrixelemente H;; und S;; gebildet werden
und der Vektor ¢ die Koeffizienten ¢; enthélt. Gleichung (29.23) stellt ein verall-
gemeinertes Eigenwertproblem dar, das mit den Methoden der linearen Algebra
routineméafig gelost werden kann.
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Machen wir den einfachen Ansatz aus Gleichung (29.14) fiir das Molekiilorbital
#(7) des Hy —Molekiils, so hat das verallgemeinerte Eigenwertproblem nur die Di-
mension 2. Mit

o = H11 = HQQ, (2924)
b= Hiz = Hx, (29.25)
1=51 = S, (29.26)
S = 512 = 521, (2927)
ca = cq, (29.28)
und
cCp = Co (2929)

geht Gleichung (29.23) in

<g g) (Z;) - (é f) (ij;) (29.30)

iiber. Dabei gilt Hi5 = Hy; wegen der Hermitizitdt des Hamiltonoperators H und
Hyy = Hy, weil die beiden Kerne im H;—Molekiﬂ identisch sind, d.h. weil es sich
beide Male um Wasserstoftkerne, sprich Protonen, handelt. Da die Basisfunktionen
xXa(7) und xp(7) Wasserstoff-1s—Orbitale sind, gilt S1; = Ssy = 1. Schreiben wir

Gleichung (29.30) als
a—E B—SE\ (ca (0
<ﬁ _9F - E) (CB) = (0) . (29.31)

so sehen wir, dass eine Losung nur moglich ist, wenn die Determinante der Matrix
in Gleichung (29.31) verschwindet, d.h. wenn

;‘__ S% ﬁa__SEE ) =0 (29.32)
oder ausgeschrieben
(o — E)? — (- SE)*> =0, (29.33)
bzw. wenn
o —FE==+(8 - SE). (29.34)
Dies liefert zum einen
a—FE_ =p-SE_ (29.35)
a—pF=(1-S)E_ (29.36)
p -0 (29.37)

1-5
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und zum anderen

a—E,=—(8—SE,) (29.38)
a+pB=(1+95)E; (29.39)
a+ 3

== 29.40
M EECK (29.40)
d.h. die zwei Energien E_ und E,. Setzen wir £_ und F, in Gleichung (29.31)

ein, so erhalten wir zu F,
CA = Cp (29.41)

und zu F_

cA = —Cp. (29.42)

Setzen wir jeweils die beiden Gleichungen (29.41) und (29.42) in die Normierungs-
bedingung aus Gleichung (29.17) ein, so erhalten wir fiir F

1
cy=2¢C = 29.43
= = (2043)
und fur E_
! (29.44)
CA=—Cp = ——. :
A NG S

Damit ergeben sich die zwei Wellenfunktionen ¢, () und ¢_(r) zu den Energien
E, und E_ als

64(7) = (2428)7F (xa(®) + x5() po=0t e
6= 229 () ) E=TD (2040)
Einsetzen des Hamiltonoperators H in die Definition von o
a=Hy, = <XA ’H’ XA> - <1sA ’H’ 1sA> (29.47)
und [
f=Hy= <XA ’ﬁ’ XB> = <15A ’fl 1SB> , (29.48)

wobei 1s, und 1s, fiir die Wasserstoff—1s—Orbitale auf Kern A und Kern B stehen,
liefert nach einfachen Umformungen

r
a=FEnt+ ] (29.49)

B = (Els + %) S —K (29.50)
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mit der Grundzustandsenergie E; des Wasserstoffatoms und mit den positiven
Integralen

1 1 1

i = /dij(f‘)— = /dFlsi‘(f’)— = /dFlsQB(F)—, (29.51)
B B A
1 1 1

V= [ @ xald)oxa) = [ dr sa@sa()-- = [ dr 15575
A A

B
(29.52)

Das Integral 5’ hat eine einfache Bedeutung. Es ist die elektrostatische Wechselwir-
kungsenergie der Ladungsverteilung x%(7) = 1s%(F) mit dem Proton B bzw. die
Wechselwirkungsenergie der Ladungsverteilung y% () = 1s%(7) mit dem Proton A.
Das Integral k" hat keine einfache klassische Erklarung. Einsetzen der Gleichungen
(29.51) und (29.52) in Gleichungen (29.45) und (29.46) ergibt

1 j/+k,/
E,=(Es+=)-—2—, 29.53
* (“LR) 1+5S (29.53)

1 j/—kf/
E_=|Es+—5)— : 29.54
(1+R) -3 (29:54)

Da 7', k' > 0und k' > j', ist By < Ey53 < E_ fiir nicht zu kleine R. Damit ergibt
sich folgendes schematisches Bild der beteiligten Energien

E_-

E+ //

Fir R — oo ist £, = F_ = FEy,. Fiir abnehmendes R wird E, abgesenkt, d.h. wir
haben eine chemische Bindung in diesem Modell von Hj :

E

Eis

Die Auswertung der Integrale liefert fiir Ry und die Dissoziationsenergie D:
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erhithte Amplitude
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verringerte Amplitude

Knolen

(c) ¢

Abb. XII.2: Wellenfunktion (links) und Elektronendichte (rechts) fiir das bindende (oben)
und antibindende (unten) Molekiilorbital von Ha.

experimentell :
Ry=132A  Ry=1.060 A
D =176 ¢V D =2791 eV

(1A=10%cm=10"""m=0.1 nm)

Die Zahlenwerte sind zwar schlecht, aber das Modell erklart immerhin im Prinzip
die chemische Bindung in H?. Die Niherung steckt in dem primitiven Variations-
ansatz aus Gleichung (29.14)!

Abbildung XII.2 zeigt qualitativ die Molekiilorbitale ¢, () und ¢_(7), sowie deren
Quadrate. Es ist

O (7) ~ XA(F) + X5(F) + 2xa(P)x5(P), (29.55)
& (F) ~ X4 (7) + x5(F) — 2xa(F)x5(F). (29.56)



XII 29. DAS Hf -MOLEKULION 193

Auf der "Mittelebene" des Molekiils ist x4 (7) = xp(7) und damit ¢_(7') = 0. Man
sagt ¢_(7) habe eine Knotenfliche.

Im Orbital ¢, (7) liegt eine "konstruktive Interferenz” der Atomorbitale x4 (7) =
Isa(7) und xp = 1sp zwischen den Kernen vor. Im Orbital ¢_(7) liegt eine "de-
struktive Interferenz" der Amplituden xa(7) = 1sa(7) und xp(7) = 1sp(F) zwi-
schen den Kernen vor. Das Orbital ¢, (7) wird bindendes Orbital, das Orbital
¢_(7) wird antibindendes Orbital genannt. Dieses Konzept ist sehr wichtig, da es
sich allgemein auf Molekiilorbitale von zweiatomigen Molekiilen anwenden lasst.
Das Orbital ¢, () ist das energetisch niedrigste der Symmetrie o, und wird daher
auch 1o,-Orbital genannt, das Orbital ¢_(7) dagegen weist o, ~Symmetrie auf und
wird daher auch 10,~Orbital genannt.

29.3 Diskussion der chemischen Bindung im HJj—Molekiil

Da das 1o,~Orbital im H3 ~Molekiil das einfachste Beispiel einer chemischen Bin-
dung tiiberhaupt ist, ist es interessant, die Energiebeitrage zur Bindung etwas ge-
nauer zu analysieren. Insbesondere zeigt eine solche Analyse, dass manche plausible
Erklarung, die man in Lehrbiichern findet, falsch ist.

Wir haben gesehen, dass der LCAO-Ansatz mit je einem ls—Atomorbital, d.h
mit einer sogenannten Minimal-Basis, die chemische Bindung in Hj —Molekiil im
Prinzip erkléren kann. Wir haben gesehen, dass das 1o,-Orbital iiber das ganze
Molekiil delokalisiert ist. Man kann argumentieren, dass dies zu einem Absenken
der kinetischer Energie fithrt. Man kann auch argumentieren, dass die Akkumu-
lation von Elektronendichte zwischen den Kernen im lo,~Orbital aufgrund der
konstruktiven Interferenz zwischen den beteiligten 1s,— und 1sg—Atomorbitalen
zu einer Absenkung der potentiellen Energie fiihrt. Beides wird in Lehrbiichern
hiufig zur Erklirung der chemischen Bindung im Hj -Molekiil herangezogen, wie
z.B. im "ATKINS". Welche Erklarung ist richtig?

Abbildung XII.3 zeigt die Zerlegung der Energie, die sich in der Minimalbasis—
LCAO-Né&herung ergibt, in kinetischen und potentiellen Anteil als Funktion des
Bindungsabstandes R. Man sieht, dass bei Absténden R in der Gegend des Energie-
minimums von E = F, die kinetische Energie T" gegeniiber sehr grofen Absténden
R abgesenkt ist, wihrend die potentielle Energie V' grofer ist als fiir die separierten
Atome. Man konnte daraus schliefen, dass die Absenkung der kinetischen Energie
fiir die Bindung verantwortlich ist. Dieser Schluss ist aber falsch. Das Resultat in
Abbildung XII.3 ist eine Konsequenz der Unzulénglichkeit des Naherungsansatzes.
Es spiegelt nicht die wirklichen Verhiltnisse in Hj —Molekiil wieder.

Worin liegt die Schwiiche des LCAO—Ansatzes von Kapitel 29.27

Fiir R — oo hat unsere Naherungsfunktion die richtigen Eigenschaften, d.h. sie
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Abb. XIIL.3: Beitrage der kinetischen Energie (7) und der potentiellen Energie (V') zur
Gesamtenergie (E) fiir HJ (1o,) in LCAO-Néherung.

geht in Wasserstoff-1s—Orbitale {iber. Auch die berechnete Energie geht fiir
R — oo korrekt in die Wasserstoff-1s-Energie (—0.5a.u.) iiber.

Fir R — 0 bzw. 7 — 75, d.h den Grenzfall der vereinigten Atome ist dies anders.
Wir betrachten

. ) 1
Lim ¢, () = Lim m()@(ﬂ + xo(7))- (29.57)

Fir R — 0 wird S = 1 und x,(7) = x5(7) und damit gilt
lim ¢4, (7) = 1s(7). (29.58)
R—0 ’

Der Hamiltonoperator fiir R — 0 ist aber der des vereinigten Atoms, d.h. des
Het-Tons. Die tatsichliche Eigenfunktion fiir R = 0 ist daher

2r

¢ =N'e a, (29.59)

d.h. das 1s-Orbital zur Kernladungszahl Z = 2 statt des 1s-Orbitals zur Kernla-
dungszahl Z =1 )
¢ = Ne . (29.60)

Diese Beobachtung legt sofort einen verbesserten Variationsansatz nahe, ndmlich
P10, (7) = Ny (Xa(7) + X5(7)) (29.61)
mit

- _n|F=R4

Xi(7) = Ne w0 n =n(R), (29.62)
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Abb. XII.4: Beitrage der kinetischen Energie (7) und der potentiellen Energie (V') zur
Gesamtenergie E. Links: LCAO-Néherung mit optimalem 7. Rechts: exakte Rech-
nung.

wobei N, und N Normierungsfaktoren sind und 7 ein Variationsparameter ist.
Wenn der Exponent 7 fiir jedes R optimiert wird, kann sich die radiale Ausdehnung
des Molekiilorbitals optimal einstellen, d.h. es ergibt sich

n—1 fiir R — o0,
n— 2 fiir R — 0.
Der Ansatz mit den Gleichungen (29.61) und (29.62) liefert eine wesentlich ver-

besserte Beschreibung der 1o,~Wellenfunktion des Hy ~Molekiils. Es ergibt sich in
guter Ubereinstimmung mit dem Experiment

experiment:
Ry=1.06 A Ry,=1.060 A
D=225¢V D =279¢eV

Abbildung XII.4 zeigt fiir diese verbesserte Wellenfunktion die Zerlegung der Ener-
gie in kinetische und potentielle Anteile, im Vergleich mit einer vollig exakten
Rechnung. Man sieht, dass am Gleichgewichtsabstand Ry, d.h. am Minimum der
Energie F,

T(Ry) > T(R = ) (29.63)
V(Ry) < V(R = o0) (29.64)
ist, umgekehrt als in Abbildung XII.3. Die kinetische Energie des Elektrons in

Hi -Molekiil ist also grdfer als die kinetische Energie im Wasserstoffatom. Der
Energiegewinn beruht auf potentieller Energie.
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Abschliefsend wollen wir den Zusammenhang mit einem allgemeinen Theorem, dem
sogenannten Virialsatz, diskutieren.

Fiir ein Atom in einem stationdren Zustand |¥) lautet der Virialsatz (siehe z.B.
LEVINE, §14)

2(T) =—(V) (29.65)
mit
(T) =(V|T| V). (29.66)

Dabei ist (T') der Erwartungswert der kinetischen Energie. Mit (V) wird der Erwar-
tungswert der potentiellen Energie bezeichnet, der duch (V') = (H) — (T') gegeben
ist, wobei (H) der Erwartungswert des Hamiltonoperators, d.h. die Gesamtenergie
darstellt. Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist gerade die Halfte des
Erwartungswertes der potentiellen Energie. Damit gilt

(29.67)

Fiir Molekiile im stationdren elektronischen Zustidnden bei festgehalten Kernen
(d.h. R ist Parameter) gilt der verallgemeinerte Virialsatz:

H
2(T) + (V) + RM =0. (29.68)
OR
. . . . . - 0(H)
Am Gleichgewichtsabstand hat die Energie (H) ein Minimum, d.h. R - 0,
und damit gilt wie in Atomen
E=(H)=-(T). (29.69)

Da bei Vorliegen einer chemischen Bindung F(Ry) < E(R = o) sein muss, muss
notwendigerweise

(T ry > (T) p—oe (29.70)

sein. D.h. die kinetische Energie der Elektronen ist im Molekiil gréfier als in den
getrennten Atomen, d.h sie muss bei einer chemischer Bindung zunehmen!

Es ist zu beachten, dass der Virialsatz streng nur fiir die exakte Wellenfunkti-
on gilt, nicht notwendigerweise fiir Naherungslosungen. Die Minimalbasis—LCAO—-
Néherung mit n = 1 ist eine grobe Naherung, und daher ist der Virialsatz verletzt,
wie in Abbildung XII.3 gezeigt. Die LCAO-Né#herung mit optimiertem n(R) erfiillt
dagegen den Virialsatz.
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Man kann das Verhalten der kinetischen Energie im Hj-Molekiil noch genauer
analysieren, indem man getrennt die Erwartungswerte von T.,T,,T. berechnet,
d.h.

(T,) = <—%§—;> , etc. (29.71)

betrachtet. Man findet, siehe z.B. KUTZELNIGG, dass (T}) und (7}) relativ zum
Wasserstoffatom zunehmen, wihrend (7)) abnimmt. Langs der Bindungsachse fin-
det also tatséchlich eine Erniedrigung statt, die durch das Anwachsen der kineti-
schen Energie senkrecht zur Bindungsachse iiberkompensiert wird. Grund hierfiir
ist die Kontraktion der Wellenfunktion durch Vergréfterung von 7.

29.4 Angeregte Zustande des Hj —Molekiilions

Wir haben bisher Molekiilorbitale des Hy —Molekiils betrachtet, die Linearkombina-
tionen Wasserstoff-1s—Orbitale waren. Weitere Molekiilorbitale des Hy —Molekiils
konnen durch Linearkombination von anderen Wasserstofforbitalen erhalten wer-
den. Innerhalb der LCAO-Néaherung ist es zweckméfig, die Atomorbitale, aus
denen die Molekiilorbitale entstehen, mit anzugeben, wie in Abbildung XIL.5 zur
[lustration der g, u—Symmetrie geschehen. Unter Beriicksichtigung der Symmetrie
werden die resultierenden Molekiilorbitale folgendermafen bezeichnet:

Atomorbitale  Molekiilorbitale
Lsa +1sp ISUZ 2MO'’s aus 2A0’s
1sq4 — 1sp 1so;,
254+ 2sp QSUZ 2MO’s aus 2A0’s
254 — 28y 2s0;,

2pz,A - 2pz,B 2pag )

2pz,A + 2pz,B 2p0-:

2Pz.4 + 2P 2pTy, 6MQO’s aus 6A0’s

2py,A + 2py,B

2py,A - 2py,B g )

Die Orbitale sind bindend bei konstruktiver Interferenz zwischen den Kernen
(04, ™) bzw. antibindend bei destruktiver Interferenz (o, m,). Die antibinden-
den Orbitale werden oft mit einem Stern * gekennzeichnet.

Mit Hilfe dieser Orbitale konnen wir die angeregten Zustdnde komplexerer zweia-
tomiger Molekiile dhnlich diskutieren wie wir die angeregten Zustédnde des Heliu-
matoms diskutiert haben. Fiir heteronukleare Molekiile entfallt der g, u—Index.
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S

Abb. XII.5: ¢ und w Orbitale
des homonuklearen zweiato-
migen Molekiils.
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30 Das Ho—Molekil

Das Wasserstoffmolekiil (Hz) ist das einfachste neutrale Molekiil und daher grund-
legend fiir das Verstdndnis der chemischen Bindung. Im Wasserstoffmolekiil haben
wir insbesondere erstmals die Bindung durch ein Elektronenpaar ( Elektronenpaar—
Bindung, kovalente Bindung).

30.1 Die Molekiilorbital-Beschreibung des H,—Molekiils

Wir beginnen wie iiblich damit, den zugehorigen Hamiltonoperator in atomaren
Einheiten zu betrachten. Wir beschranken uns von vornherein auf die Naherung
fixierter Kerne. Damit ergibt sich fiir den elektronischen Hamiltonoperator

. 1= 1= 1 1 1 1 1 1
H=—-V-_ V2o —— — — — 4+ — 4+ 30.1
2 1 277 Al TaA2 Thl 7’Bz+7’12+R ( )
Dabei stehen 741, 742, g1 und rpo fiir die Abstédnde der Elektronen 1 und 2 zu
den Kernen A und B, ri5 gibt den Abstand der beiden Elektronen an. Wie beAim
Heliumatom betrachten wir zunéchst einen vereinfachten Hamiltonoperator Hy,
in dem die Elektron-Elektron—Wechselwirkung, d.h. der Term é, vernachléssigt
wird:

- 1= 1 1 1 1- 1 1 1 1
Hy=—V?- —— — 4 - V2o — 4 30.2
0 2 ! T A1 TBl+R 2 2 T A2 TBQ+R R ( )
- - 1
= ho(1) + ho(2) - (30.3)
mit
. 1o, 1 11

Der Hamiltonoperator Hy beschreibt nicht wechselwirkende Elektronen. Er ist bis
auf den Term —4 eine Summe zweier Terme ho(1) und ho(2) von denen einer
nur auf das Elektron 1 und der andere nur auf das Elektron 2 wirkt. Der Term

—é stellt lediglich eine Konstante dar, die keinen Einfluss auf die Eigenfunktio-
nen von H, hat. Damit sind, wie in Kapitel 24 gezeigt, die Eigenfunktionen von
H,, wenn wir zunéchst Spin und Permutationssymmetie aufer Acht lassen, einfach
Produkte der Eigenfunktionen von ho. Letztere kennen wir, es sind die Orbitale
des Hf —Molekiils. Das energetisch niedrigste Orbital das Hj —Molekiils war das
¢10,~Orbital. Die energetisch niedrigste Eigenfunktion \If(()o)(l,Q) von Hy ist also
ein Produkt aus zwei ¢,,,—Orbitalen. Betrachten wir Spin und Permutationssym-
metrie, so wissen wir von der Behandlung des Heliumatoms, dass Elektronen mit
unterschiedlichem Spin an W\ (1, 2) beteiligt sein miissen, da U\ (1, 2) zwei gleiche
Orbitale enthélt. Damit ist \I!(()O)(l, 2) durch

U (1,2) = 1o, (71) S1o, (72) (1)) 182)) = [B(1)) [(2))} (30.5)

1
ﬁ{\@
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analog zum Grundzustand des Heliumatoms gegeben. Im folgenden nehmen wir
an, dass ¢1,, die erakte Grundzustandswellenfunktion des H;fProblems ist und
nicht die primitive LCAO-N&herung vom vorangegangenen Kapitel, um nicht die
Fehler verschiedener Ndherungen zu iiberlagern.

Die zu \Iléo)(l, 2) und H, gehérende Energie ESO) ist durch zweimal die Energie
Eo(H3) minus & gegeben, d.h.

1
EVY) = 2E,(H}) — = (30.6)

Dabei hingt Fo(HJ) von R ab, sieche Kapitel 29.

Es sei nochmals betont, dass die "Paarung der Spins" in Gleichung (30.5) nicht
eine Folge der Wechselwirkung der Spins ist, sondern eine Konsequenz des PAULI-
Prinzips. Eine antisymmetrische Singlett—Spinfunktion ist die einzige Moglichkeit,
um beide Elektronen in das energetisch giinstigste 1o,~Orbital zu bekommen.

Die einfachste Abschiatzung des Effekts der Elektron—Elektron—Wechselwirkung
gelingt wie beim Heliumatom durch Storungstheorie. Die Grundzustandsenergie in
1. Ordnung Stérungstheorie ist

1 » 1
Eo = 2By (H5) = 5 + /dﬂ iy U (1,2)— P (1, 2) (30.7)
T12
Wenn man die Energie geméf Gleichung (30.7) berechnet und ihr Minimum als
Funktion von R bestimmt, so erhélt man als Bindungsabstand R, und als Disso-
ziationsenergie D

Ry=0850A D =2681¢V. (30.8)
Die tatséachlich Werte fir das Hy-Molekiil sind

Ry=0740 A  D=475¢V. (30.9)

Wie erwartet sind die Zahlenwerte insbesondere die Dissoziationsenergie D nicht
genau, da der Term é keine kleine Stérung ist und Stérungstheorie 1. Ordnung
daher nicht ausreichend ist. Dennoch wird die chemische Bindung in Hy wenigstens
im Prinzip erklart.

Der Ansatz aus Gleichung (30.5) fiir \I/éo)(l, 2) und der stérungstheoretische Ener-
gieausdruck in Gleichung (30.7) sind von padagogischem Interesse, weil wir auf
einfachste Weise eine Vorstellung von der Struktur der Hs—Wellenfunktion be-
kommen. Fiir die praktische Anwendung hat die Storungstheorie nach % keine

ij
Bedeutung. Stattdessen benutzt man die Variationsmethode zur Konstruktion ap-

proximativer Mehrelektronenwellenfunktionen.

Die Wellenfunktion \Il(()o)(l,Q) in Gleichung (30.5) ist noch nicht die bestmogli-
che Grundstandswellenfunktion der Form wie in Gleichung (30.5). Wir hatten ja
P16, (7) fest als Orbitale des Hf —Molekiils vorgegeben. Wenn wir die Form (30.5)
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als Variationsansatz betrachten, dann kénnen wir ¢, () so optimieren, dass sich
bei festen R die tiefste Energie von Hy ergibt.

Im Falle von Molekiilen benutzt man zweckméfig einen LCAO—Ansatz fiir die Mo-
lekiilorbitale und variiert die Koeffizienten der Linearkombination, d.h. man fiihrt
ein lineares Variationsverfahren fiir die Molekiilorbitale durch. Das resultierende
Verfahren heifst Hartree—Fock—Verfahren und soll im folgenden am Beispiel des
Hs—Molekiils ndher betrachtet werden.

Wir setzen das Molekiilorbital ¢y, (7) in der Wellenfunktion aus Gleichung (30.5)
als Linearkombination

P10, (T) = Z cx Xk () (30.10)

an. Die Basisfunktionen sind in der Praxis meistens entweder sogenannte SLATER—
Basisfunktionen

XA,fi,l,m(F) = Nfi 67& F7EA| Tl Yzm(F_ ﬁA) (3011)

oder GAUSS—Basisfunktionen
Xantm(F) = N, e @B by, (7 R ) (30.12)

In den Gleichungen (30.11) und (30.12) steht 7 — R, fiir den Polar— und Azi-
muthalwinkel des Vektors ¥ — R A.

SLATER- wie GAUSS—Basisfunktionen sind Basisfunktionen, die jeweils auf einem
Atom des Molekiils lokalisiert sind. In den Gleichungen (30.11) und (30.12) ist
das Atom durch den Index A spezifiziert und R, ist der Ortsvektor des Atoms
A. Mit & und «; wird der Exponent bezeichnet, der festlegt in welcher Umgebung
um den Kern A die Basisfunktion deutlich von Null verschieden ist und damit
zum Molekiilorbital beitrégt. Je kleiner & bzw. «; ist, umso diffuser, d.h. weiter
ausgedehnt ist die Basisfunktion. Umgekehrt, je grofer & bzw. «; ist, umso enger
ist die Basisfunktion um den Kern A lokalisiert. Der Index k in der Linearkom-
bination aus Gleichung (30.10) ist eine Abkiirzung fiir die Indizes A, ¢, [ und m
in den Gleichungen (30.11) und (30.12). In der Praxis lduft der Index A iiber alle
Atome des Molekiils. Die Quantenzahl [ 1auft mindestens tiber alle Quantenzahlen,
zu denen es im beteiligten Atom besetzte Orbitale gibt, d.h. in Wasserstoff iiber
[ = 0, in Kohlenstoff iiber [ = 0,1 in Brom iiber [ = 0,1, 2. In den meisten Féallen
werden allerdings auch noch Basisfunktionen mit hoheren [-Wert in die Basis auf-
genommen. Die m—Quantenzahl 1duft jeweils immer von —[ bis +/. Dabei werden
normalerweise statt der Kugelflachenfunktionen Y, (¢, ¢) die in Kapitel 19 reell-
wertigen Linearkombinationen von Kugelflachenfunktionen verwendet. Dann stellt
m lediglich einen Index zur Nummerierung, aber keine Quantenzahl mehr dar. Die
Basisfunktionen sind in diesem Fall reellwertig. Der Index 4, der die verschiedenen
Exponenten durchzahlt, kann je nach Qualitat der Basis zwischen eins und einigen
Dutzend liegen. Mit N¢, und N,, werden Normierungskonstanten bezeichnet.
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Berechnen wir fiir die Wellenfunktion aus Gleichung (30.5) den Energieerwartungs-
wert mit dem Hamiltonoperator H und schreiben wir diesen als

A A 1 1
H=ho(1)+ ho(2) + — — =
o(1) + ho( )+T12 n’
so erhalten wir unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass das 1o,-Orbital reell-
wertig gewahlt werden kann

%z/wwmm@mﬂﬁwwmmﬁm

{(@()B(2) = B(Ma(2) [ a(1)B(2) = B(1)a(2))

X
/ m@%mwwu>%m+M@>;%——¢wmww%>

—2 [ a7 610, (P 610, (7) - %
+/d771 dry ¢10,(71) P10, (7 ) ¢1ag( 1) P10, (72). (30.14)

Dabei haben wir die Orthonormalitét der Spinfunktionen und die Tatsache, dass
H nicht auf den Spin wirkt ausgenutzt. Des weiteren haben wie verwendet, dass
ho(1) nur auf P10, (71) und ho(2) nur auf P10, (72) wirkt und dass ¢y, () normiert
ist. Schlieflich haben wir noch verwendet, dass —% lediglich eine Konstante ist
und Wellenfunktionen der Form wie in Gleichung (30.5) normiert sind. Setzen wir
die Linearkombination aus Gleichung (30.5) in Gleichung (30.14) fiir die Energie
ein, so erhalten wir

E0:2/dr (chxk )ho (chxl f)) 1

R
+/d771 dry (Z Cka(ﬁ)) ( cixi(T2) ) Ti (Z axi(m) ) (Z ¢iX; (72)
=1 :

(30.13)

QL N

k=1 j=1
1
=9 Z crerHyy + k;] creicic; (Kl|ig) — = (30.15)
mit
Hy = <Xk j > (30.16)
iy . T .
(ki) = [ i drs () ) (30.17)
12

Wir miissen in Variationsverfahren diejenigen Koeffizienten der Linearkombination
in Gleichung (30.10) finden, fiir die die Energie Ey minimal wird und dabei die
Nebenbedingung, dass ¢1,, (7') normiert ist, beachten. Diese Nebenbedingung liefert

1= <¢10g } ¢10g> - <ZCICXI€ ZCIXI>
% I
= Z CkC1Skl
%l

(30.18)
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mit
See=(Xx | x0) - (30.19)
Die zugehorige LAGRANGE-Funktion L lautet damit

L(ci,co, ... cpr,€) =2 chclHkl+Z creicic; (kl|ig) ———5 [ (Z ckclSkl> — 2]

k,l,i,5
(30.20)
Dabei haben wir die Nebenbedingung mit 2 multipliziert, um die Formel spéter
besser vereinfachen zu konnen. Differenzieren der Lagrangefunktion nach ¢, mit
n=12 ..., M liefert

8cn =2 Z H,c+ 2 ZHknck

M M M M M M
+ Z Z chcicj (nllig) + Z Z Z cpcicy (knlij)
I=1 i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
M

M M
cxarc; (kllin)

Z creic; (Klng) +

NE
M= -
M= L

k=1 =1 k=1 i=1
— 2¢ Z Snlcl — 2¢ Z S/ka (30.21>
M M M
= 42[{ ¢ —1—42220@ (nllij) ¢ — 4525 1€
=1 i=1 j=1

= 42 Hnl +Gnl Cl —4825,1[0[
l l
=4 Fuc—4) Sua
l l

mit

G = chicj (nllij) (30.22)

und

F,,=H, +G,. (3023)
Damit ergibt sich fiir jedes n =1,2,..., M je eine Gleichung

Z Fnl Cp = ¢ Z Snl C] (3024)
l l

bzw. ausgeschrieben

Fllcl + F12CQ + F1303 + -4 =c [51101 —+ 512C2 + 513C3 + - ] (3025)
F2101 —+ F2QC2 -+ F2303 +--t+=¢ [52101 + 52202 + 52303 + - ] (3026)
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oder in kompakter Form
Fc = &Sc, (30.27)

wobei die Matrizen F bzw. S die Elemente F),; bzw. S,,; enthalten und der Vektor
c die Elemente ¢; enthélt. Gleichung (30.27) stellt ein verallgemeinertes Eigenwert-
problem dar, dass routineméftig mit Methoden der linearen Algebra gelost werden
kann.

Es stellt sich aber noch folgendes Problem: Die Matrix F héngt iiber die Elemente
G, sieche Gleichung (30.22), von den Koeffizienten ¢; ab. D.h. um die Gleichung
(30.27) zur Bestimmung der Koeffizienten ¢; bzw. ¢; aufzustellen brauchen wir diese
schon. Gleichung (30.27) ist daher in Wirklichkeit kein lineares Gleichungssystem,
sondern ein nichtlineares. In der Praxis 16st man dieses Problem durch ein iteratives
Losungsverfahren mit folgenden Schritten

1. Berechne die Hy;, Sk und (kl|ij).

2. Rate Startwerte fiir die ¢;, im einfachsten Fall setze ¢; = 0,1 =1,..., M.
3. Berechne nach Gleichung (30.22) die G,; und damit die F;.

4. Lose das verallgemeinerte Eigenwertproblem aus Gleichung (30.27).

5. Uberpriife, ob die neu berechneten ¢; nahe genug an den im vorherigen Zyklus
berechneten alten ¢; liegen.

Die Schitte 3. bis 5. werden solange wiederholt, bis die Bedingung im Schritt 5. er-
fiillt ist, d.h bis Selbstkonsistenz erreicht ist. Ein solches Verfahren wird in der eng-
lischsprachigen Literatur "Self-Consistent—Field"-Methode (SCF-Methode) ge-
nannt. Neben der HARTREE-FOCK-Methode kommen in der Quantenchemie auch
noch andere Methoden vor, die auf ein "Self-Consistent—Field"—Verfahren fiihren,
z.B. sogenannte Dichtefunktionalmethoden.

Fiir das Wasserstoffmolekiil liefert der Molekiilorbitalvariationsansatz einen guten
Wert fiir Ry. Allerdings beschreibt der Molekiilorbitalvariationsansatz das Disso-
ziationsverhalten (R — oo) falsch.

30.2 Die Heitler-London—Naherung

Es ist instruktiv, die Molekiilorbital-Wellenfunktion aus Gleichung (30.5) etwas
genauer zu analysieren. Wir benutzen dabei die simple LCAO-Néherung aus Glei-
chung (29.45) fiir das Hy —Orbital

10, (F) = (30.28)

1 .
\/ﬁ(XA(T) + x5(7)),
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wobei y 4(7) und yp(7) Wasserstoff-1s—Orbitale auf den Kernen A und B darstel-
len. Der Raumanteil von \Iléo)(l, 2) wird damit

D10, (1) 610, (72) = 5= Dea(l) + xs (D] [Xa(2) + x5(2)]
= e B XA) + X6(1)X6(2) + Xa(D)X6(2) + Xa2) (1)}
(30.29)
Interpretation:

x4(1)x4(2): beide Elektronen am Kern A : H"H™
x5(1)xB(2): beide Elektronen am Kern B : HTH™
xa(1)x5(2) und xa(2)xs(1): je ein Elektron an jedem Kern : HH

Die zu "H™H™" bzw. "HTH™" gehorenden Terme werden ionische Terme genannt
und die zu "HH" gehorenden Terme werden kovalente Terme genannt.

Die Wellenfunktion \Iféo)(l,Q) enthélt also ionische Terme und kovalente Terme
mit gleichem Gewicht. Die ionischen Terme haben aber eine hohe Energie: die
lonisierungsenergie eines Wasserstoffatoms (13.6 €V) ist wesentlich grofer als die
Elektronenaffinitét eines Wasserstoffatoms (0.75 eV), d.h es ist also energetisch
ungiinstig, beide Elektronen an ein Proton zu setzen.

Es ist daher naheliegend, die ionischen Terme wegzulassen, und fiir den Raumanteil
direkt anzusetzen:

N{xa(W)xs(2) + xa(2)xs(1)}. (30.30)
Dies liefert die HEITLER-LONDON—Wellenfunktion des Wasserstoffmolekiils, wo-
bei N eine Normierungskonstante darstellt. Der Spinanteil ist weiterhin die anti-
symmetrische Singlett—Funktion, da Gleichung (30.30) symmetrisch beziiglich der
Permutation der Elektronen 1 und 2 ist:

Uy = N {xa(1)xs(2) + xa(2)xs(1)} % {la(1))18(2)) — |(2)) [B(1))} -
(30.31)

Die Berechnung der Energie
EHY <\IIHL ‘H‘ \I!HL> (30.32)

und das Aufsuchen des Minimums beziiglich des Bindungsabstandes R liefert

experimentell :
Ry=0869A  Ry=0.740 A,
D = 3.140 eV D =4.75¢€V.

Diese Zahlenwerte sind tatsédchlich wesentlich besser als die Ergebnisse mit der
Molekiilorbitalwellenfunktion \I/éo)(F) mit dem primitiven LCAO-Ansatz aus Glei-
chung (30.28). Die HEITLER-LONDON-Wellenfuntion liefert immerhin 70% der
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Dissoziationsenergie. EéHL) beschreibt auch das Dissoziationsverhalten, R — oo,

korrekt.

Die ionischen Terme ganz zu unterdriicken ist jedoch eine Ubertreibung. Ein noch
besserer Ansatz ist es, die ionischen Terme mit einem Faktor A zu optimieren, wobei
A den Variationsparameter darstellt. Eine optimierte Beimischung der ionischen
Terme zu den kovalenten Terme fiihrt dann zu noch besseren Werten fiir Ry und

D.

Obwohl die Ndherung in Gleichung (30.5) fiir die Wellenfunktion in Verbindung
mit dem LCAO-Ansatz bei Hy schlechter aussieht als die des HEITLER—LONDON—
Ansatzes, zumindest fiir den primitiven LCAO-Ansatz aus Gleichung (29.45),
ist sie von grofserer allgemeiner Bedeutung. Das Konzept lésst sich logisch klar
und praktisch problemlos auf allgemeine Molekiile anwenden. Korrekturen da-
zu konnen systematisch z.B. durch Storungstheorie beziiglich Elektron—Elektron—
Wechselwirkung oder durch Konfigurationswechselwirkung berechnet werden.

Die Verallgemeinerung des HEITLER-LONDON-Ansatzes heilst Valenz-Bond-
Methode (VB-Methode). Sie soll hier nicht weiter diskutiert werden.
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31 Mehratomige Molekiile

In diesem Kapitel verschaffen wir uns einen groben Uberblick iiber die quanten-
mechanische Behandlung der Elektronenstruktur von Molekiilen mit mehr als zwei
Atomen. Der elektronische Hamiltonoperator, d.h. der Hamiltonoperator des Mo-
lekiils unter der Naherung fixierter Atomkerne, ist in atomaren Einheiten durch

. 1= Zs 1 1 1 ZaZp
H:Zi_ﬁv’?_;;rm+5;;;j+5;; o (31.1)
i

B#A

gegeben. Der erste Term des Hamiltonoperators (31.1) beschreibt die kinetische
Energie der Elektronen und ist eine Summe der kinetischen Energieoperatoren

%ﬁf der einzelnen Elektronen. Die Summe iiber ¢ lauft iiber alle Elektronen des
Molekiils.

Der zweite Term des Hamiltonoperators (31.1) beschreibt die Wechselwirkung der
Elektronen mit den Atomkernen, kurz Kerne, wobei
By

A= (31.2)

den Abstand des i-ten Elektrons vom A-ten Kern angibt, R4 und 7, stellen dabei
die Ortsvektoren des Kernes A und des Elektrons ¢ dar. Die Summe tiber A lduft
uber alle Kerne.

Der dritte Term des Hamiltonoperators (31.1) beschreibt die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung, wobei

den Abstand der Elektronen ¢ und j angibt. Die zweite Summe iiber den Index
j lauft iiber alle Elektronen aufter dem jeweiligen Elektron i, da ein Elektron
natiirlich nicht mit sich selbst wechselwirkt. Der Faktor % vor der Doppelsumme
verhindert eine Doppelzédhlung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung, da jedes
Paar von Elektronen nur einmal zur Elektron-Elektron-Wechselwirkung beitréagt.

Der vierte Term des Hamiltonoperators (31.1) beschreibt schlieflich die Kern-
Kern-Wechselwirkung, wobei

Rap = ’ﬁA - 1?3) (31.4)

den Abstand der Kerne A und B angibt. Die Doppelsumme einschlieflich des
Faktors % lauft wieder iiber alle Paare von Kernen. Dieser vierte Term des Ha-
miltonoperators stellt lediglich einen additiven Term zur Energie dar. Wir konnen
ihn zunéchst unberiicksichtigt lassen und seinen Beitrag nach der Behandlung des
elektronischen Problems mit den ersten drei Termen des Hamiltonoperators (31.1)

zu den sich ergebenden Energiecigenwerten addieren.
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Wir machen zunéchst wieder die Naherung, dass wir die Elektron-Elektron-Wechsel-
wirkung, d.h. den dritten der verbleibenden Terme, vernachléassigen. Damit nimmt
der Hamiltonoperator die Form

A ZA
Hy = ——v2 31.5
-3 | wr 15
St
mit dem Einelektronen-Hamilton-Operator,
. 1o Z
ho(i) = — =V2 ~4 (31.6)
2 n T Ai

an. Der Hamiltonoperator Hy besteht aus einer Summe von Einelektronen-Termen
ﬁo(i), die identisch sind, wenn man davon absieht, dass sie jeweils auf ein an-
deres Elektron wirken. Wie schon friiher, beispielsweise bei der Behandlung des
Heliumatoms, erhalten wir durch Trennung der Variablen die Eigenzustéinde des
Hamiltonoperators Hy als Produkte von Orbitalen, sogenannte Hartree- Produkte,

gHartree — g (50, (1) b (7)) 0 (2) dp (73) 0 (3) - - - (31.7)

wobei die Orbitale ¢,(7;) mit ¢ = n,m,p,... Eigenfunktionen zu den jeweiligen
Einelektronen-Hamiltonoperator hy(7) sind, d.h.

ho ¢g(75) = £4 04 (7). (31.8)

Den rédumlichen Orbitalen ¢, haben wir dabei jeweils noch eine Spinfuktion o,(7)
zugeordnet, wobei 0,(i) = a(i) oder o,(i) = 3(i) gilt. Der Energieeigenwert, FHartree
des Produktes WHartree jst einfach die Summe der Orbitaleigenwerte ¢, (siche Ka-
pitel IX), d.h.

EHartree — o e tep - (31.9)

Das Hartreeprodukt WHarree jst zwar eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators
Hy, kann aber keine physikalisch sinnvolle Wellenfunktion der Elektronen des Mo-
lekiils darstellen, da die Elektronen in WHaee picht ununterscheidbar sind. Jedem
Elektron kann ein bestimmtes Orbital zugeordnet werden, dass von dem Orbital
eines anderen Elektrons verschieden sein kann. In Gl. (31.7) befindet sich bei-
spielsweise Elektron 1 im Orbital ¢,, mit Spinfunktion o,,, wihrend sich Elektron 2
im Orbital ¢,, mit Spinfunktion o, befindet. Des weiteren ist die Wellenfunktion
pHartree picht antisymmetrisch, d.h. sie wechselt im Allgemeinen bei Vertauschung
der Koordinaten von zwei Elektronen nicht das Vorzeichen.

Um mogliche Wellenfunktionen der Elektronen des Molekiils zu konstruieren, er-
zeugen wir aus dem Hartree-Produkt (31.7) dquivalente Hartree-Produkte indem
wir die Orbitale ¢,0, anders auf die Elektronen verteilen. So kénnen wir durch die
Vertauschung der Orbitale ¢,,0,, und ¢,,0,, das Hartree-Produkt

P — G (7)o (1)0n(72)7n(2)65(75)0p(3) - (31.10)
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erzeugen. Durch fortgesetzte Vertauschung von Orbitalen kdnnen wir weitere édqui-
valente Hartree-Produkte erzeugen. Da wir im Fall von N Elektronen insgesamt
N Orbitale auf N Elektronen verteilen miissen ergeben sich insgesamt N! dquiva-
lente Hartree-Produkte. Aus allen diesen bilden wir jetzt eine Linearkombination,
wobei solche Hartree-Produkte, die durch eine gerade Anzahl von Orbitalvertau-
schungen aus dem Referenz-Hartree-Produkt in Gl. (31.7) hervorgegangen sind,
einen Linearkombinationskoeffizienten von +1 erhalten, solche Hartree-Produkte,
die durch eine ungerade Anzahl von Orbitalvertauschungen erzeugt wurden, einen
Linearkombinationskoeffizienten von —1 erhalten. Dabei ist zu beachten, dass ein
bestimmtes Hartree-Produkt zwar durch unterschiedliche Abfolgen von Vertau-
schungen erzeugt werden kann, die aber alle entweder aus einer ungeraden oder
geraden Anzahl von Vertauschungen bestehen. Die Linearkombination multiplizie-
ren wir noch mit der Normierungskonstante % Die entstehende Wellenfunktion
wird die aus den Orbitalen ¢,0,, $n0m, d,0. ... gebildete Slaterdeterminante ¥
genannt:
1
U= W[ O (T1)0n (1) (T2) 01 (2) $p(75) 0 (3) - - -

— O (1) 0 (1) 90 (72) 00 (2) dp(75) 0 (3) - - - (31.11)

6 (7)o (1)65 (72)0p(2)60(75)0n(3) -

— ... }

In der Slaterdeterminante sind alle Elektronen dquivalent, jedem Elektron sind
alle Orbitale in gleicher Weise zugeordnet. Werden zwei Elektronenkoordinaten
gleichzeitig in den rdumlichen Orbitalen ¢,, wie in den zugehdrigen Spinfunktionen
o, vertauscht, so andert sich des weiteren das Vorzeichen von W. Letzteres sieht
man besonders einfach, wenn die Slaterdeterminante in Form einer Determinante
geschrieben wird,

1 m(71)0m m(T2)0m m(73)0m,
v VN | Ge(M)op(1) - 0p(12)0,(2)  6p(7s)op(3) - (31.12)

Werden die Koordinaten zweier Elektronen in der Determinante sowohl in den
Orbitalen ¢, wie in den Spinfunktionen o, vertauscht, so werden zwei Spalten in der
Determinante, die die Wellenfunktion ¥ darstellt, vertauscht. Beim Vertauschen
zweier Spalten einer Determinante wechselt diese das Vorzeichen und damit das
Vorzeichen der Wellenfunktion W. Die Slaterdeterminante W ist ebenso wie die sie
aufbauenden Hartree-Produkte eine Eigenfunktion des Hamiltonoperators Hy zum
Eigenwert

ESeter — ¢ e ey (31.13)

(siche Kapitel XI). Im Gegensatz zu den Hartree-Produkten erfiillt sie aber die
Bedingungen der Ununterscheidbarkeit der Elektronen und der Antisymmetrie.
Damit stellt die Slaterdeterminante eine erste Néherung an eine Eigenfunktion
zum elektronischen Hamiltonoperator (31.1) dar. Die hier besprochenen Slaterde-
terminanten sind die direkte Verallgemeinerung der im Zusammenhang mit dem
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Heliumatom und dem Wasserstoffmolekill behandelten Slaterdeterminanten fir
zwel Elektronen.

Die Energieeigenwerte werden aber sehr schlechte Naherungen an die wirklichen
Eigenwerte des elektronischen Hamiltonoperators (31.1) sein, da die Vernachléssi-
gung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung eine zu drastische Naherung darstellt,
wie wir schon beim Heliumatom gesehen haben. Wir konnen genauere Energien
E, erhalten, indem wir zum Energiecigenwert E52%" noch die Energickorrektur in
erster Ordnung Storungstheorie addieren

v)

Vee

EO :ESIater + <\I/ ‘A/ee
- <\If [:IO‘ \If> n <\If

v)

v)

:<\I[ FIO""‘A/ee

= (v || ) (31.14)

mit
Haee = Ho + Ve (31.15)

und

Vie = E E % (31.16)
i
i#j

Wir sind in erster Linie daran interessiert, die Grundzustandsenergie der Elektro-
nen des Molekiils zu berechnen. Dazu bauen wir die Slaterdeterminante aus den
Orbitalen ¢, mit den niedrigsten Energieeigenwerten ¢, auf. Es kann allerdings
jedes raumliche Orbital ¢, nur einmal in Kombination mit der Spinfunktion o und
einmal in Kombination mit der Spinfunktion ( in der Slaterdeterminante enthalten
sein. Wiirde ein Produkt ¢,0, zweimal in der Slaterdeterminante enthalten sein,
so wiren zwei Spalten der Matrix, deren Determinante W ergibt, identisch, und die
Determinante wiére gleich Null. Das heifst, dass jedes Orbital maximal zweimal zur
Slaterdeterminante beitragen kann, einmal mit «- einmal mit [-Spin; man sagt
auch, dass jedes Orbital maximal doppelt besetzt sein kann. Um eine Slaterde-
terminante zu erhalten, die den elektronischen Grundzustand eines Molekiils mit
N Elektronen beschreibt, bauen wir eine Slaterdeterminante aus den N energe-
tisch niedrigsten Spinorbitalen ¢,0, auf, die wir aus den g energetisch niedrigsten
rdumlichen Orbitalen durch Multiplikation mit einmal einer a-Spinfunktion und
einmal einer [-Spinfunktion erhalten. Das heifst, wir besetzen die % energetisch
niedrigsten rédumlichen Orbitale ¢, doppelt. Dabei haben wir den in der Praxis
sehr héufig vorliegenden Fall einer geraden Elektronenanzahl angenommen. An
dieser Stelle begegnet uns wieder das Pauli’sche Ausschlussprinzip und das damit
verbundene Aufbauprinzip.
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Die Vernachléssigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung bei der Berechnung
der Slaterdeterminante US2" war eine zu starke Niherung, um Resultate zu erhal-
ten, die von praktischem Interesse sind. Auf der anderen Seite ist eine volle Bertick-
sichtigung der Elektron-Elektron-Wechselwirkung zu rechenaufwéandig. Genauere,
aber einer Berechnung noch zugéngliche Ansétze zur Beschreibung der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung, stellen sogenannte ,Mean-Field“-Methoden dar. Dabei
nimmt man an, dass sich jedes Elektron im gemittelten Feld der anderen Elek-
tronen bewegt, bzw. noch etwas starker genédhert, dass sich alle Elektronen in
einem mittleren von ihnen erzeugten Feld, genauer dem zugehorigen ,,Mean-Field*-
Potential ™ bewegen. Damit miissen wir zu den Einelektronen-Hamiltonoperator-
en hy den Term 9™¥ addieren und erhalten

ho(i) = —%ﬁerzA:f—;jL@MF. (31.17)
Die Orbitale ¢, werden dann als Eigenfunktionen des Einelektronen-Hamilton-
operators (31.17) erhalten. Eine zum elektronischen Grundzustand des Molekiils
gehorende Slaterdeterminante erhalten wir wieder aus den N energetisch niedrigs-
ten Spin-Orbitalen, d.h. im Fall einer geraden Elektronenzahl durch doppeltes Be-
setzen der % energetisch niedrigsten rdumlichen Orbitale. Die Summe der niedrigs-
ten Orbitaleigenwerte ¢, ist auch in diesem Fall keine gute Naherung fiir die elektro-
nische Grundzustandsenergie E,. Eine bessere Abschitzung der Grundzustands-
energie ist durch Gleichung (31.14) gegeben, wenn dort eine Slaterdeterminante fiir
U eingesetzt wird, deren Orbitale mit dem ,Mean-Field“-Hamiltonoperator (31.17)
bestimmt wurden. Es gibt aber auch noch andere Methoden, die elektronische
Grundzustandsenergie zu berechnen, die hier allerdings nicht besprochen werden
sollen und von der eingesetzten ,,Mean-Field“-Methode abhéngen.

Eine zentrale Frage, die sich hier stellt, ist, wie das ,Mean-Field“-Potential o™F
aufgebaut wird. Dies hangt von der verwendeten Methode ab. Man kann zwei Fa-
milien von ,Mean-Field“~-Methoden unterscheiden, die Hartree-Fock-Methoden und
die Dichtefunktional-Methoden. Das ,Mean-Field“-Potential erhélt in beiden Fal-
len unterschiedliche Beitrige. Ein Beitrag allerdings tragt in beiden Fallen zum
,Mean-Field“-Potential bei, dass sogenannte Hartree-Potential 0y. Das Hartree-
Potential ist das klassische elektrostatische Potential, dass durch die Elektronen-
dichte p des elektronischen Grundzustands des Molekiils erzeugt wird:

(31.18)

Dabei ist die Elektronendichte des elektronischen Grundzustands im Rahmen der
,Mean-Field“-Naherung fiir ein Molekiil mit gerader Elektronenzahl durch

p(7) =2 6 (Mi(F) (31.19)

gegeben, d.h. durch die Summe der Wahrscheinlichkeitsdichten der besetzen Orbi-
tale. Der Faktor 2 beriicksichtigt dabei, dass jedes der % energetisch niedrigsten
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Orbitale doppelt besetzt ist. Gleichung (31.19) macht Sinn, wenn man beriicksich-
tigt, dass jedes zur Slaterdeterminante beitragende Orbital mit einem Elektron
besetzt ist, wenn auch nicht mit einem spezifischen Elektron, sondern mit glei-
chen Beitrégen aller Elektronen, die in Summe genau einem Elektron entsprechen.
Neben diesem klassisch zu erkldrenden Hartree-Potential tragen je nach ,Mean-
Field“-Methode auch noch andere Beitrage zum ,,Mean-Field“-Potential bei, das
Austauschpotential, dass seinen Ursprung in der Antisymmetrie elektronischer
Wellenfunktionen hat, und das Korrelationspotential, dass berticksichtigt, dass die
Bewegung der Elektronen korreliert ist, da sie sich gegenseitig abstofien. Diese
Beitrége sollen hier nicht weiter besprochen werden.

Wir wollen jetzt noch betrachten, wie die rédumlichen Orbitale ¢, in der Pra-
xis berechnet werden. Die Orbitale ¢, sind Eigenfunktionen der Einelektronen-
Schridingergleichung (31.8) mit dem Hamiltonoperator hy aus Gl (31.17). Wie
im Hj - und im Hy-Molekiil machen wir einen LCAO-Ansatz fiir die Orbitale ¢,

¢p(7) = Z Cip Xi(T)- (31.20)

Die M Basisfunktionen sind wieder atomzentriert. Die Orbitale ¢, werden beziig-
lich der Basis {x;} durch Vektoren c,, die die Linearkombinationskoeflizienten c;,

enthalten, dargestellt. Wie im Fall des Hj - und des Ho-Molekiils fithrt der LCAO-
Ansatz auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem

Hc, = ¢,Sc, (31.21)

fir die Vektoren c, mit Matrizen H und S, die durch die Matrixelemente

und

Sij = | x5) (31.23)

definiert sind. Wie im Ho-Molekiil stellt sich das Problem, dass die Matrixelemente
H;j von den besetzten Orbitalen ¢, abhangen, da das im Hamiltonoperator ho ent-
haltene ,Mean-Field“-Potential 9™ von den besetzten Orbitalen ¢, abhéingt. Wir
miissen die Orbitale daher wieder in einem ,,Self-Consisten-Field“(SCF)-Verfahren
bestimmen, d.h. wir wihlen ein Startpotential ¥, dann fiithren wir die folgenden
Schritte immer wieder durch, bis die Orbitale ¢, konvergiert sind, d.h. sich von
Zyklus zu Zyklus nicht mehr dndern:

i) Aufbau des verallgemeinerten Eigenwertproblems, d.h. berechnen der Ma-
trixelemente H;; und S;;. Dabei muss nur der Beitrag (x;|0™"|x;) zu den
Matrixelementen H;; in jedem Zyklus neu berechnet werden. Die anderen
Beitrdage zu den Matrixelementen H;; sind wie die Uberlappungsintegrale Sij
unabhéngig von den Orbitalen ¢, und kénnen daher einmal zu Anfang des
SCF-Prozesses berechnet werden.
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ii) Losen des verallgemeinerten Eigenwertproblems mit Standardmethoden der
linearen Algebra.

iii) Berechnen des ,Mean-Field“-Potentials, das zu den durch die Eigenvekto-
ren c, gegebenen besetzten Orbitalen ¢, gehort. Dazu muss unter anderen
die Grundzustandselektronendichte geméfs Gl. (31.19) berechnet werden und
daraus das zugehorige Hartree-Potential geméfs Gl. (31.18) berechnet wer-
den, bzw. direkt die Matrixelemente (x;|0n|x;) berechnet werden.

Wir betrachten jetzt einige typische Resultate, die mit ,Mean-Field“-Verfahren
erhalten werden. Zunéachst noch nicht fiir ein Molekiil sondern fiir das Neonatom.

Das Neonatom enthalt 10 Elektronen. Wiirden wir das ,,Mean-Field“-Potential
vernachléssigen, konnten wir die Orbitale ¢, exakt berechnen, d.h. ohne LCAO-
Ansatz und ohne SCF-Prozedur. Die Orbitale wéren einfach wasserstoffartige Or-
bitale fiir die Kernladungszahl Z = 10. Wir wiirden die 5 energetisch niedrigsten
Orbitale, das 1s- und das 2s-Orbital sowie die drei 2p-Orbitale doppelt besetzen.

Beriicksichtigen wir das ,Mean-Field“-Potential 9™, so machen wir einen LCAO-
Ansatz fiir die Orbitale ¢, und miissen sie in einem SCF-Prozess bestimmen. Die
resultierenden Orbitale sind qualitativ dhnlich zu denen, die sich ohne Beriick-
sichtigung des ,Mean-Field“-Potentials ergeben und werden daher wieder als 1s-,
2s-, 2p-Orbitale bezeichnet. Die unter Beriicksichtigung von oM erhaltenen Or-
bitale haben aber etwas andere Energiecigenwerte ¢, und sind etwas diffuser als
die wasserstoffartigen Orbitale. Insbesondere haben die 2p-Orbitale nicht mehr
den gleichen Energieeigenwert wie die 2s-Orbitale sondern einen hoheren, siehe

Abbildung XIII.1.

In Abb. XIII.2 sind Konturflichen von wasserstoffartigen und von ,Mean-Field"-
Orbitalen des Neonatoms im Vergleich gezeigt. Die ,Mean-Field“-Orbitale des Ne-
ons, inshbesondere die Valenzorbitale, d.h. die 2s- und 2p-Orbitale, sind diffuser und
haben hohere Energieeigenwerte als die entsprechenden wasserstoffartigen Orbita-
le, da die Elektronen mit dem Hartree-Potential ein abstofendes Potential erzeu-
gen, das die Kernladung teilweise abschirmt.

Die am Neonatom gemachten Beobachtungen sind in entsprechender Form auch fiir
andere Atome giiltig und erkldren den Aufbau des Periodensystems der Elemen-
te. In Tabelle XIII.1 sind die elektronischen Konfigurationen, d.h. die besetzten
Orbitale, fiir die ersten Reihen des Periodensystems in der Form 1s¥, 2s!, 2p™,

. angegeben. Dabei geben die Zahlen k, [, m, ... an mit wievielen Elektronen das
jeweilige Energieniveau besetzt ist. Da s-Niveaus aus einem Orbital, p-Niveaus aus
drei Orbitalen und d-Niveaus aus fiinf Orbitalen bestehen, sind die maximalen Be-
setzungszahlen 2, 6 und 10. Wegen des Aufbauprinzips werden die Niveaus geméf
der Abfolge ihrer Energie besetzt. Dabei ist zu beachten, dass das 3d-Niveau in
den meisten Fallen energetisch hoher als das 4s-Niveau liegt.
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Element Elektronenkonfiguration Periode
1
I?e 122 1.Periode
Li 1s? 2s!
Be 1s? 2¢?
B 1s? 2s% 2pt
C 1s? 2s? 2p? .
N 152 242 2p? 2. Periode
O 1s? 252 2p*
F 1s? 252 2p°
Ne 1s? 2s% 2p°

Na 1s? 252 2pf 3s!
Mg 1s? 2s? 2p 3s?
Al 1s? 252 2p% 3s? 3p!
Si 1s? 252 2p% 3s? 3p?

P 152 957 20 352 3p? 3. Periode
S 1s? 2s? 2p° 3s? 3p*
Cl 1s? 282 2p% 3s? 3p°
Ar 1s? 252 2p° 3s? 3pS
K 1s? 252 2p0 3s? 3pb 4s!
Ca 1s? 252 2p° 3s? 3pb 4s?
Sc 1s? 252 2p8 3s? 3pf 4s? 3d!
Ti 1s? 252 2pf 3s? 3pf 4s? 3d?
Vv 1s? 252 2p 3s? 3p° 4s? 3d3
Cr 1s? 252 2p 3s? 3pb 4s' 3d°
Mn 1s? 252 2p8 3s? 3pb 4s? 3d°
Fe 1s? 2s? 2p% 3s? 3pb 4s% 3dS
2 9.2 916 2.2 2.6 A2 27
Co 1s® 2s” 2p° 3s” 3p° 4s” 3d 4 Periode

Ni 1s? 252 2pf 3s? 3pf 4s? 3d®
Cu 1s? 252 2p 3s? 3pb 4s' 3d'°
Zn 1s? 252 2p 3s? 3pb 452 3d1°
Ga 1s? 252 2p8 3s? 3pb 4s? 3d1°0 4p!
Ge 1s? 2s% 2p° 3s? 3p® 4s? 3d10 4p?
As 1s? 252 2pf 3s? 3pf 4s? 3d10 4p?
Se 1s? 252 2p% 3s? 3pb 4s% 3d'° 4p*
Br 1s? 252 2p° 3s? 3pb 4s% 3d'° 4p°
I 1s? 252 2p° 3s? 3pb 4s% 3d'° 4p®

Tabelle XIII.1: Elektronenkonfigurationen der Atome der ersten vier Perioden des Peri-
odensystems der Elemente (PSE).
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Abb. XIII.1: Qualitatives Energieniveauschema des Neonatoms: Links fiir den Fall des
Hamiltonoperators Hy aus (31.5), bei dem die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
vollstéandig vernachlassigt wurde. Rechts: Bei Verwendung eines ,Mean-Field“-
Verfahrens steigen die Orbialenergien deutlich an (je kleiner n, umso stérker), und
die Entartung der Orbitale mit gleicher Hauptquantenzahl n, aber unterschiedli-
chem [, wird aufgehoben. Die hier gemachten Beobachtungen gelten auch fiir die
anderen Atome im Periodensystem der Elemente (PSE).

Als ein einfaches Beispiel fiir ein Molekiil betrachten wir Methan CHy, ein tetra-
edisches Molekiil, in dessen Mitte ein Kohlenstoffatom sitzt wéhrend die Wasser-
stoffatome an den Tetraederecken sitzen, sieche Abb. XIII.3.

Das Methan-Molekiil enthélt 10 Elektronen; in Abb. XIII.3 sind die fiinf doppelt
besetzten, energetisch niedrigsten Molekiilorbitale sowie die vier ersten unbesetzten
Molekiilorbitale dargestellt.

Bei der Berechnung von Molekiilorbitalen ist es vorteilhaft, mdglichst viele Ba-
sisfunktionen zu verwenden, da die Qualitdt des LCAO-Ansatzes mit steigender
Grofe der Basis besser wird. Allerdings bedeutet eine grofsere Basis auch einen ho-
heren Rechenaufwand. Bei der Interpretation der Molekiilorbitale beschreibt man
diese allerdings so, als seien sie mit einer Minimalbasis gebildet worden. Letzte-
rer ist ein Basissatz, der aus den relevanten Atomorbitalen gebildet worden ist.
Im Fall des Methans bestiinde der Minimalbasissatz aus den vier 1s-Orbitalen



XIII 31. MEHRATOMIGE MOLEKULE 217

Abb. XIII.2: Orbitale des Neonatoms. Links: Orbitale, die Eigenfunktionen des Hamil-
tonoperators Hy aus (31.5) sind, bei deren Berechnung die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung also vollstéandig vernachlassigt wurde. Rechts: Orbitale, die mittels
eines ,Mean-Field“-Verfahrens (,Localized Hartree-Fock“-Methode, aug-cc-pV6Z—
Basissatz) erhalten wurden. In allen Féllen sind Konturflichen zum Wert 0.03 a.u.
gezeigt.
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Abb. XIIIL.3: ,Mean-Field“-Orbitale des Methanmolekiils CHy (,,Localized Hartree-Fock‘-
Methode, aug-cc-pV6Z-Basissatz) und deren qualitative Energiereihenfolge. Die
Bezeichnungen a1 und ty spezifizieren die Symmetrie der Orbitale. In allen Fél-
len sind Konturflichen zum Wert 0.035 a.u. gezeigt. Die Positionen der Atome
ist ebenfalls angedeutet. Orbitale unterhalb der gestrichelten Linie sind doppelt
besetzt.
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der vier Wasserstoffatome, sowie aus den 1s—, dem 2s— und den drei 2p—Orbitalen
des Kohlenstoffatoms. Wahrend die kernnahen Orbitale, hier das Kohlenstoff 1s—
Orbital, weitgehend unverandert als Molekiilorbitale wiederzufinden sind, werden
aus den atomaren Valenzorbitalen, d.h. den restlichen Atomorbitalen, bindende
und antibindende Molekiilorbitale gebildet. Dabei sind bindende Molekiilorbitale
solche Linearkombinationen von Atomorbitalen, die keine oder wenige Knoten-
flichen aufweisen, wihrend antibindende Molekiilorbitale Knotenflichen zwischen
den Atomen aufweisen.

Im Fall des Methans sehen wir, dass das energetisch niedrigste Molekiilorbital
praktisch dem 1s—Orbital des Kohlenstoffatoms entspricht. Das néachste Molekiilor-
bital wird durch das Kohlenstoff 2s—Orbital und kleine Anteile der Wasserstoff 1s—
Orbitale gebildet. Die néchsten drei Molekiilorbitale sind energetisch entartet und
sind bindende Linearkombinationen der Kohlenstoff 2p—Orbitale und der Wasser-
stoff 1s—Orbitale. Das erste unbesetzte Molekiilorbital ist wieder aus Wasserstoff
1s— und Kohlenstoftf 2s—Orbitalen aufgebaut. Allerdings handelt es sich jetzt um
eine antibindende Linearkombination, die eine Knotenfliche zwischen dem Koh-
lenstoffatom und dem Wasserstoffatom aufweist. Die folgenden drei unbesetzten
Molekiilorbitale sind wieder energetisch entartet und stellen antibindende Linear-
kombinationen von Kohlenstoff 2p—Orbitalen und Wasserstoff 1s-Orbitalen dar.

Schlieflich betrachten wir noch das Benzolmolekiil C¢Hg, in dem die sechs Kohlen-
stoffatome in einem regelméafigen Sechseck angeordnet sind und je ein Wasserstof-
fatom binden. Das planare Molekiil soll in der zy-Ebene eines Koordinatensystems
angeordnet sein.

Das Molekiil enthélt 42 Elektronen, d.h. es gibt 21 besetzte Molekiilorbitale. Die
sechs energetisch niedrigsten Orbitale werden aus den Kohlenstoff 1s—Orbitale ge-
bildet. Zwolf weitere besetzte Molekiilorbitale sind Linearkombinationen der Koh-
lenstoft 2s-Orbitale, der Kohlenstoff 2p,— und 2p,—Orbitale sowie der Wasserstoft
1s—Orbitale.

Sechs Molekiilorbitale sind Linearkombination der Kohlenstoff 2p,—Orbitale. Diese
Orbitale sind in Abb. XIII.4 gezeigt. Die drei energetisch niedrigsten dieser soge-
nannten 7—Orbitale sind besetzt. In Abb. XIII.4 sieht man wie die Zahl der Knoten
mit steigender Energie, d.h. grofkerem Energieeigenwert, einhergeht.



XIII 31. MEHRATOMIGE MOLEKULE 220

A2y

€2y

819

A2y

Abb. XIII.4: ,Mean-Field“-m-Orbitale im Benzolmolekiil C¢Hg (,,Localized Hartree-Fock*-
Methode, aug-cc-pV6Z-Basissatz) und deren qualitative Energiereihenfolge. Die
Bezeichnungen spezifizieren die Symmetrie der Orbitale. In allen Féllen sind Kon-
turflichen zum Wert 0.02 a.u. gezeigt. Die Positionen der Atome sind ebenfalls
angedeutet. Orbitale unterhalb der gestrichelten Linie sind doppelt besetzt.
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32 Konzepte zum Verstandnis der chemischen Bin-
dung

Einer der zentralen Erfolge der Quantenmechanik besteht darin, dass ihre Anwen-
dung auf Atome und Molekiile ein tiefgehendes Versténdnis des Periodensystems
und der chemischen Bindung ermdglicht. Fiir das Periodensystem und Aspekte
der chemischen Bindungen wurde dies an einfachen Systemen bereits im Detail
aufgezeigt. Fiir die kovalente Bindung, insbesondere fiir die chemische Bindung
zwischen gleichartigen Atomen, haben wir die Bedeutung von Molekiilorbitalen
kennengelernt. Am Beispiel des Hy -Molekiilions haben wir in Kapitel 29 die Kon-
struktion bindender und anti-bindender Molkiilorbitale durch ein einfaches Ener-
giediagramm illustriert. Dieses Schema lafst sich auf andere Molekiile iibertragen
und bietet somit allgemein eine Veranschaulichung kovalent gebundener Molekiile.
Natiirlich hat diese einfache Darstellung Grenzen und kann sich nicht mit der ho-
hen quantitativen Genauigkeit moderner quantenchemischer Rechnungen messen.

Fiir das Hy-Molekiil haben wir die 1s-Orbitale der beiden Wasserstoffatome zu
einem konstruktiv iiberlappenden Molekiilorbital (bindend, o, vgl. Abb. XIL5)
und einem antibindenden Molekiilorbital o, bzw. o* zusammengesetzt (siehe auch
Gleichungen (29.45) und (29.46)). Die Energieniveaus der beiden Molekiilorbitale
sind grundséatzlich abhéngig vom Abstand der beteiligten Atomkerne. Im folgenden
Molekiilorbital-Schema wollen wir uns aber auf die qualitative Aussage "energe-
tisch giinstig" bzw. "unglinstig" beschranken.

Die schematische Auftragung der Energieniveaus der Molekiilorbitale und deren
Besetzung durch Elektronen veranschaulicht den Energiegewinn durch die Ausbil-
dung einer kovalenten Bindung im Hj- und im Hy-Molekiil. Im Heliumdimer mit
vier Elektronen werden sowohl das bindende o- wie das antbindende o*-Orbital
besetzt, sieche Abb. XIV.1. Damit liefert die Ausbildung und Besetzung der Mo-
lekiilorbitale beim Zusammenbringen zweier Heliumatome keinen Energiegewinn,
d.h. es bildet sich keine kovalente Bindung.

Tatsédchlich liegen jedoch noch andere Wechselwirkungen vor, die durch das MO-
Schema nicht erfasst werden konnen. Alle Atome, die Edelgase eingeschlossen,
erfahren bei sehr nahen Absténden eine stark abstoffende Wechselwirkung, die sich
i.A. aus zwei Anteilen zusammensetzt: zum einen die zunehmende Abstofung der
positiv geladenen Atomkerne, zum anderen kann die sogenannte "Pauliabstofsung"
auftreten. Bringt man zwei gleiche Atome immer ndher zusammen, so werden die
urspriinglichen Atomorbitale im Grenzfall verschwindenden Abstands identisch.
Waren wie im Fall des Hey die beteiligten Atomorbitale voll besetzt, so zwingt das
Pauli-Prinzip einen Teil der Elektronen auf andere, energetisch héhere Orbitale
auszuweichen.

Neben dieser kurzreichweitigen abstofenden Wechselwirkung erfahren alle Ato-
me und Molekiile eine langreichweitige Anziehung durch die sogenannte London-
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Abb. XIV.1: MO-Schema des H; , Ho und des "Hey" Molekiils. Aus dem MO-Schema wird
deutlich, dass die kovalente Bindung zweier Heliumatome keinen Energiegewinn
liefert. Allgemein gilt, dass die Edelgase keine kovalenten Bindungen miteinander
eingehen und daher in atomarer Form vorliegen. (Konturflichen der beteiligten Or-
bitale: "Exact-Exchange"-Kohn-Sham-Rechnungen. Konturwerte: 1s-Orbitale und
o-Orbitale der H-Atome und von Ha, H;‘: 0.33 a.u., o*-Orbitale: 0.13 a.u.; Orbitale
fiir Heg: 0.12 a.u.)
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Wechselwirkung (auch Dispersions- oder Van-der-Waals-Wechselwirkung genannt).
Diese kann durch elektrostatische Wechselwirkungen veranschaulicht werden. Durch
Fluktuationen kénnen auch an sich unpolare Atome einen elektrischen Dipol er-
zeugen. Das resultierende elektrische Feld induziert dann seinerseits wieder einen
Dipol in benachbarten Atomen, wodurch es zu einer attraktiven induzierten Dipol-
Dipol Wechselwirkung kommt. Die attraktive London-Wechselwirkung ist propor-
tional zu R7% wobei R der Abstand der wechselwirkenden Objekte (Atome, Mo-
lekiile) ist. Fiir die oben betrachteten repulsiven Wechselwirkungen wird oft eine
Abstandsabhingigkeit proportional zu R~'? angenommen, oder es wird ein expo-
nentiell abklingender Verlauf angesetzt.

Am Beispiel des Sauerstoffmolekiils Oy wollen wir einen weiteren Aspekt von MO-
Diagrammen zeigen. Zur Bindunf tragen hier nur die 2p-Atomorbitale bei, wihrend
die 1s- und 2s-Atomorbitale nicht zu einer kovalenten Bindung fithren. Anschaulich
kann dies so verstanden werden, dass die 1s- und 2s-Atomorbitale im "Inneren"
der Atome liegen und nur die "dukeren" 2p-Atomorbitale eine Uberlappung erfah-
ren. Tatsédchlich zeigt die sture Anwendung des MO-Schemas, dass sowohl die 1o-
und 20-, als auch die 1o*- und 20*-Molekiilorbitale besetzt sind, also kein Ener-
giegewinn erfolgt, und damit keine kovalente Bindung durch sie gebildet werden
kann. Die kovalente Bindung kommt jeweils durch die héchsten noch besetzten
bzw. die niedrigsten unbesetzten Atomorbitale zustande. Bei der Besetzung der
Molekiilorbitale mit insgesamt 2 - 8 = 16 Elektronen werden die beiden antibin-
denden 27*-Molekiilorbitale mit zwei Elektronen besetzt. Es finden sich also 6
Elektronen in bindenden, 2 Elektronen in antibindenden Molekiilorbitalen. Damit
liegen in Summe zwei bindende Elektronenpaare vor. Analog zur Diskussion der
angeregten Zustinde des Heliumatoms in Kapitel XI bildet sich auch hier wegen
der zwei ungepaarten Elektronen im 27*-Orbital ein Triplettzustand aus: S = 1
und M, = —1,0, 1. Dies filhrt zu einem magnetischen Moment, welches den Para-
magnetismus von Sauerstoffgas erklért.

Ahnlich zur Beschreibung der kovalenten Bindung im O,-Molekiil mithilfe der
héchsten noch besetzten bzw. der niedrigsten unbesetzten Atomorbitale, konnen
auch Reaktionen von Molekiilen mithilfe der hochsten noch besetzten und der
niedrigsten unbesetzten Molekiilorbitale modelliert werden. Hier haben sich die
Bezeichnungen HOMO fiir "highest occupied molecular orbital" und LUMO fiir
"lowest unoccupied molecular orbital" etabliert.

Betrachten wir nun ein zweiatomiges Molekiil aus verschiedenen Atomtypen. Am
Beispiel des HCl-Molekiils 1aft sich mit Hilfe des Energieschemas zwar die kova-
lente H-Cl Bindung veranschaulichen, nicht aber deren polarer Charakter. Dieser
ergibt sich aus der Form der Molekiilorbitale.

Die quantenchemische Berechnung der Elektronendichte des HCl Molekiils liefert
ein asymetrisches Bild, wodurch ein elektrischer Dipol entsteht. Das durch das
Molekiil erzeugte elektrostatische Potential Vioguomn an einem beliebigen Ort 7, ist
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Abb. XIV.2: MO-Schema des Og-Molekiils.

in atomaren Einheiten durch

—1

VCoulomb (Fa) = <\I]

7
1 S 32.1
>+Zi 77 (321)

gegeben, wobei |¥) fiir die Gesamtwellenfunktion des Molekiils steht und der Index
7 iiber alle Atomkerne mit der Kernladungszahl Z; lduft. Eine ungenauere, aber in
der Praxis oft einfacher handzuhabende Beschreibung des elektrostatischen Poten-
tials kann durch die Einfithrung von "Partialladungen" gewonnen werden. Dabei
werden den Atomen eines Molekiils Punktladungen zugeordnet, die jeweils auf den
Atomkernen lokalisiert sein sollen. Fiir das HCI Molekiil ergibt dies einen Dipol,
dessen Ladungen 6+ und §— jeweils der Position des H und des Cl Atoms zuge-
ordnet sind. Allgemein wird die folgende Néherung angenommen:

|77 — 7

L qieffektiv
VCoulomb(’/’a) ~ Z m (32.2)

wobei sich die effektive Ladung am Atom ¢ als Summe der Kernladung und der
Elektronendichte in der Umgebung des Atoms interpretieren léft. Dazu ist aller-
dings anzumerken, dass eine wohldefinierte Zuordnung von Ladungen zu Atomen
eines Molekiils nicht moglich ist. Es gibt keinen Operator, der die Ladung eines
Atoms in einem Molekiil beschreibt. Damit sind die Partialladungen in einem Mo-
lekiil keine Observablen, d.h. messbare Grofsen. Lediglich die Gesamtladung eines
Molekiils und die Ladungsdichte als Funktion des Ortes sind Observable. Um aus
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Abb. XIV.3: MO-Schema des HCI-Molekiils. Die 1s-, 2s-, 2p- und 3s-Atomorbitale des CI
Atoms tragen kaum zur Bindung bei und wurden hier nicht beriicksichtigt. (Kon-
turflichen der beteiligten Orbitale: "Exact-Exchange"-Kohn-Sham-Rechnungen.

Konturwerte: Atomorbitale 1s von H bzw. 3p von Cl: 0.05 a.u.; Molekiilorbitale
von HCIL: 0.12 a.u.)

der Ladungsdichte die Partialladung eines Atoms zu erhalten, muss die Ladungs-
dichte in der Umgebung eines Atoms aufintegriert werden. Das Problem dabei ist,
dass nicht definiert ist, was die Umgebung eines Atoms ist. In der Praxis miissen
dazu weitere Annahmen gemacht werden.

Wahrend fiir das Ho-Molekiil ¢(H) = 0 gilt, ergibt sich fiir das HCl-Molekiil eine
effektive Ladung von ¢(H) = 40.82 und ¢(Cl) = —0.82. Demzufolge liegt das
Salzsduremolekiil bereits sehr nahe am ionischen Zustand H* ---Cl™ mit ¢(H) =
+1 und ¢(Cl) = —1 vor. Die Stérke einer Séure, d.h. die Tendenz zur Abspaltung
eines H"-Ions in wéssriger Losung, kann unter anderem mit der Polaritat der
entsprechenden kovalenten Bindung in Verbindung gebracht werden.

Mithilfe des Konzepts der Partialladungen kénnen zudem nicht-bindende elek-
trostatische Wechselwirkungen veranschaulicht werden. Beispielsweise weist das
Wassermolekiil Patialladungen von ¢(H) = +0.4 und ¢(O) = —0.8 auf, wodurch
benachbarte Wassermolekiile eine elektrostatische Anziehung erfahren. Eis und
fliissiges Wasser wird durch diese Wechselwirkungen bestimmt; es liegen komplexe
Netzwerke von HOH- - - OH, Kontakten vor. Die sogenannten Wasserstoftfbriicken
andern sich insbesondere im fliissigen Wasser sehr haufig. Auf Zeitskalen von 1 Pi-
kosekunde werden dabei HOH- - - OH, Kontakte aufgetrennt und durch neue er-
setzt, sodass die mittlere Zahl der Wasserstoftbriicken konstant bei ungefahr vier
pro Wassermolekiil bleibt.
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Die ionische Bindung, wie beispielsweise des Kochsalzkristalls, wird tiblicherweise
nicht im Rahmen des MO-Schemas erklért. Hier sei stattdessen auf das in Tabel-
le XIII.1 und Abb. XIII.1 angesprochene Periodensystem der Elemente verwiesen.
Das Natriumatom hat die Elektronenkonfiguration 1s?2s*2p%3s!, withrend die Elek-
tronenkonfiguration des Chloratoms 1s?2s?2p®3s23p° lautet.

Durch die sphirisch symmetrische Edelgaskonfiguration 1s22s%2pS ist das 3s!-Orbital
des Natriumatoms nur schwach gebunden und kann leicht abgegeben werden. Dies
spiegelt sich in dem héheren Energieniveau des 3s-Orbitals im Vergleich zum 2p-
Orbital wider. Im Gegenzug kann in das 3p°-Orbital des Chloratoms leicht ein
weiteres Elektron aufgenommen werden. Dabei entsteht wieder eine Edelgaskon-
figuration, d.h. Cl7: 1s22s?2p®3s?3p°. Die weitere Aufnahme eines Elektrons, d.h.
die Bildung eines Cl1>~-Ions ist hingegen sehr ungiinstig, da dann ein 4s-Orbital
besetzt werden miisste.

Im NaCl-Kristall werden ndherungsweise Na™ und Cl~ Tonen mit der Elektronen-
konfiguration Na™: 1s22s?2p8 bzw. Cl~: 15%2s22p83s23p% angenommen. Betrachtet
man exakte quantenchemische Rechnungen, so bestéitigen diese das ionische Bild
nur teilweise. Tatséchlich liegen stets auch kovalente Bindungsanteile, wenn auch
in geringer Form, vor.

Abschliefsend sei hier noch das Konzept der metallischen Bindung erwéhnt, welches
in der Festkorperphysik vertieft werden wird. Ausgehend vom ideal kovalent ge-
bundenen Nas-Molekiil betrachten wir sukzessiv grofsere Aggregate Nag, Nay, usw.
Dies kann vereinfacht durch eine lineare Kette von Natriumatomen erfolgen. Mit
wachsender Kettenldnge bilden sich zahlreiche mehr oder weniger bindende und
antibindende Molekiilorbitale aus, die sich nicht nur auf Paare von Na-Atomenn
sondern tiber die gesamte Kette von Na-Atomen (bzw. im dreidimensionalen Fall
iber den gesamten Kristall) erstrecken. Diese energetisch nahe beeinander liegen-
den Molekiilorbitale stellen eine enorme Vielzahl von moglichen Energieniveaus
dar, die im Grenzfall des unendlich ausgedehnten Festkorpers zu einem kontinu-
ierlichen Spektrum wird.

Die Charakterisierung eines Bindungstyps (ionisch/kovalent/metallisch) dient ei-
nerseits dem allgemeinen Verstdndnis. Dariiber hinaus kénnen — sozusagen als
Erweiterung zu Gleichung (32.2) — einfache Ndherungsterme zur Beschreibung der
atomaren Wechselwirkungen aufgestellt werden. Die quantenmechanische (qm) Be-
rechnung eines Energieeigenwertes Fq,, wird dabei durch ein molekiilmechanisches
(mm) Modell V,,,, approximiert. Dies ist natiirlich ungenauer als die quantenche-
mische Rechnung, stellt aber eine enorme Ersparnis hinsichtlich der Rechenzeit

dar.

Die Wechselwirkung zwischen Molekiilen wird oftmals als Summe von Coulomb-
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und van-der-Waals Termen angenommen.

- v . . B N qieffektiv qjeffektiv N Az’,j N Bi,j
qm ™~ mm(rla"wTN)_Z |F—F| +Z‘F_F‘12_Z|F_F|6
ij e i Lt i
(32.3)

effektiv

Dabei sind ¢ , Ai; und B;; Parametersétze, die so gewéhlt werden, dass die

quantenmechanische Rechnung moglichst gut gendhert wird.

Fiir eine kovalente Bindung, wie sie beispielsweise zwischen H und Cl im HCI-
Molekiil vorliegt, kann oftmals ein einfaches harmonisches Federpotential angesetzt
werden:

Eqm ~ me(fi, FQ) = kFeder|F1 — 772|2 (324)

Auch hier muss ein empirischer Parameter, kpeger, durch Anpassen an die quan-
tenmechanische Rechnung bestimmt werden.

Der zentrale Nutzen molekiilmechanische Potentiale liegt in der Modellierung sol-
cher Systeme, die zu grofs sind, um quantenmechanisch behandelt zu werden. Als
Beispiel sei hier ein ZnO-Nanopartikel gezeigt, welcher durch Polyacrylatmolekii-
lionen koordiniert wurde. Das gesamte Simulationssytem beinhaltet zudem eine
wassrige Losung, die Natriumionen enthélt, und umfasst etwa 100.000 Atome.
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Abb. XIV.4: Molekiilmechanische Simulation eines ZnO-Nanopartikels in wéssriger Lo-
sung (die Wassermolekiile sind hier der iibersichtlichkeit halber nicht gezeigt). In
der Losung liegen Na™- und Polyacrylat-Tonen (mehrfach negativ geladen) vor. Die
Simulation zeigt die Assoziation der Polyacrylatmolekiile und die Ausbildung eines
stabilen Komplexes, in dem das ZnO-Partikel nicht weiter wachsen kann.
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33 Rastertunnelelektronenmikroskopie

Die Berechnung der elektronischen Struktur von Oberflichen und darauf adsor-
bierter Molkiile kann dabei helfen, Bilder, die bei der Rastertunnelelektronenmi-
kroskopie (engl. Scanning Tunneling Microscopy, STM) erhalten werden, zu inter-
pretieren. Dabei kdnnen STM-Bilder im einfachsten Fall mit Dichten von Orbitalen
identifiziert werden.

Bei einem STM-Experiment wird eine Oberfliche betrachtet, auf der sich gege-
benenfalls auch Adsorbate befinden konnen. Oberhalb der Oberfliche wird eine
sehr diinne Metalllspitze bewegt, die in der vordersten Spitze nur noch ein Atom
enthélt. Zwischen Oberfliche (die Oberfliche bzw. das darunter liegende Substrat
miissen eine hinreichende Leitfahigkeit aufweisen) und der Spitze wird eine Span-
nung angelegt, so dass ein messbarer Tunnelstrom zwischen Spitze und Oberfliche
flief’t, sieche Abb. XIV.5.

Scanning Tunneling Microscopy

Abb. XIV.5: Schema eines Rastertunnelelektronenmikroskops. Die Abtastspitze kann so-
wohl vertikal als auch horizontal mit subatomarer Genauigkeit positioniert werden.
Zwischen Spitze und Metallsubstrat liegt eine Spannung V' an, durch die ein mess-
barer Tunnelstrom hervorgerufen wird. Ebenfalls dargestellt (orange) ist ein auf
der Oberfliche adsorbiertes Molekiil.

Im "constant height" Modus wird die Spitze in konstantem Abstand iiber die
Oberflache bewegt, so dass diese abgetastet bzw. gerastert wird. Dabei wird an je-
dem Punkt der Tunnelstrom gemessen. Im "constant current" Modus, der meistens
verwendet wird und der hier betrachtet werden soll, wird der Abstand der Spit-
ze zur Oberfliche an jedem Messpunkt (=Rasterpunkt) so einreguliert, dass der
Tunnelstrom einen vorgewahlten konstanten Wert annimmt. Als Resultat wird ein
Hohenprofil gewonnen. Wegen der nur atomaren Ausdehnung der Spitze konnen
unter idealen experimentellen Bedingungen Héhenprofile mir atomarer Auflésung
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erhalten werden, d.h. einzelne Atome "gesehen" werden.

Ein einfaches Naherungsverfahren, STM-Bilder auf quantenmechanischer Basis zu
berechnen, ist die Tersoff-Hamann-Methode. Obwohl sie drastische Néherungen
beinhaltet, liefert sie haufig realistische STM-Bilder von ausreichender Qualitét.
Der Tersoft-Hamann-Methode entspricht das Bild, dass sich Elektronen in Orbi-
talen befinden, d.h. die Ununterscheidbarkeit und die Antisymmetrie der Gesamt-
wellenfunktion des Systems wird nicht berticksichtigt. Es werden vielmehr Einelek-
tronenwellenfunktionen, d.h. Orbitale betrachtet, die besetzt oder unbesetzt sein
sollen.

Zwei Punkte sind im Tersoff-Hamann-Modell zentral. Einmal muss ein Elektron,
wenn es aus einem der Oberflachenzustdnde (im Bereich der Oberflache lokalisier-
te Orbitale), die auch die Molekiilorbitale eines Adsorbats mit einschliefen sollen,
in die Spitze tunneln soll, beim Tunneln mindestens die Energie gewinnen, die es
verliert, wenn es aus dem Oberflichenzustand entfernt wird. Die Differenzenergie
beziiglich der die Spannung angelegt wird und beziiglich der die Energien der be-
teiligten Orbitale gemessen werden, sei die sogenannte Fermienergie Er. Damit
konnen Elektronen nur aus solchen Orbitalen in die Spitze tunneln, deren Ener-
gie nicht tiefer als die angelegte Spannung unterhalb die Fermienergie liegt, siehe

Abb. XIV.6.

eV,

ias

Abb. XIV.6: Orbitalschema zur Erklarung der Tersoff-Hamann-Methode: Unterhalb der
Fermienergie Er sind die (Raum-)Orbitale vollstdndig besetzt, oberhalb davon un-
besetzt. Beim Anlegen einer Spannung Vyias, konnen nach dem Modell nur Elektro-
nen aus Orbitalen in die Spitze tunneln, deren Energie nicht tiefer als das angelegte
Potential eVias unterhalb die Fermienergie liegt (in der Skizze hervorgehoben).

Zum anderen muss ein Elektron sich {iberhaupt im Bereich der Spitze aufhalten,
um in diese zu gelangen. Ein Elektron, von dem angenommen wird, es befindet
sich in einem bestimmten Orbital ¢,, hat an einem vorgegebenen Ort eine Aufent-
haltswahrscheinlichkeit, die der Dichte des Orbitals |¢,|* an diesem Ort entspricht.
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Damit wird der Tunnelstrom in eine Spitze am Ort R als proportional der Summe
der Elektronendichten derjenigen Orbitale berechnet, deren Energie ¢, héchstens
um die angelegte Spannung Vj;.s unter der Fermienergie Fr liegt, vgl. Abb. XIV.6.

2

IR~ Y o) (33.1)

Ep—eWias<en<Ep

Das gemessene Hohenprofil eines "constant-current"-STM-Bildes, d.h. einer Fla-
che, auf der iiberall der gleiche Tunnelstrom fliefit, entspricht also einer Isokontur-
flache dieser Summe von Elektronendichten, also einer Flache, bei der diese Summe
von Elektronendichten einen konstanten Wert aufweist. Wir haben hier den Fall
des Tunnelns aus der Oberfliche in die Spitze betrachtet, der umgekehrte Fall
des Tunnelns aus der Spitze in die Oberflache kann in analoger Weise beschrieben
werden.

Im Folgenden sollen gemessene und berechnete STM-Bilder von auf einer Silbero-
berfliche (Ag(111)-Oberflache) adsorbierten Metallopophyrinen (Metallo-Tetra-
phenylporphyrin, M-TPP) betrachtet werden, siche Abb. XIV.7. Dabei sind drei
verschiedene Porphyrine beteiligt, eines mit Eisen als Zentralatom, Fe-TPP, ei-
nes mit Cobalt als Zentraltom, Co-TPP, und eines, bei dem statt eines zentralen
Metallatoms zwei Wasserstoffatome, 2H-TPP, vorliegen.

Abb. XIV.7: Strukturformel von M-TPP und Kalottenmodell eines auf einer Ag(111)-
Oberfliache adsorbierten M-TPP-Molekiils (Ansicht von oben bzw. seitlich).

In Abb. XIV.8 rechts unten (a) und (c) sind experimentelle STM-Bilder fiir zwei
verschiedene abgelegte Potentiale (240 meV und 810 meV) gezeigt. In den Ver-
groferungen (b) und (d) ist fiir die beiden Spannungen jeweils ein Ausschnitt ge-
zeigt, der nebeneinander gerade die drei Adsorbatmolekiile 2H-TPP, Co-TPP und
Fe-TPP enthélt. Dabei symbolisiert stéarkere Helligkeit grofsere Hohe der Spitze.
Links ist der Ausschnitt bei zwei geringfiigig anderen Spannungen als Héhenprofil
dargestellt, wobei neben den gemessenen STM-Bildern auch STM-Bilder gezeigt
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sind, die mit der Tersoff-Hamann-Methode berechnet wurden, und die eine zufrie-
denstellende Ubereinstimmung mit dem Experiment aufweisen.

Abb. XIV.8: Berechnete und experimentelle STM-Bilder von nebeneinander liegenden
2H-TPP, Co-TPP und Fe-TPP auf Ag(111). Links: Darstellung als Hohenprofil bei
Potentialen von -200 meV bzw. -1000 meV; rechts: zweidimensionale Darstellung
der STM-Bilder. Weitere Erlauterungen: siehe Text.

Die STM-Bilder werden machmal nur von einem Orbital dominiert. In diesem
Fall zeigt das STM-Bild die Elektronendichte eines individuellen Orbitals, d.h. es
konnen in gewisser Weise Orbitale bzw. ihre Dichte "gesehen" werden. Bei einer
Spannung von 360 meV stellt das STM-Bild von Co-TPP beispielsweise im we-
sentlichen eine Konturfliche des energetisch hdchsten besetzten Molekiilorbitals
(HOMO) des Co-TPP dar, vgl. Abb. XIV.9.!

N

Abb. XIV.9: Von links nach rechts: 1) berechnetes STM-Bild fiir V' =360 mV, das ex-
perimentelle Bild sieht sehr dhnlich aus; die Hohe der STM-Spitze wird durch die
Farbe widergegeben (gelb = hoch, blau = tief); 2) Konturfliche der Dichte bei
einem niedrigeren Konturwert; 3) Konturfliche der Dichte des HOMOs fiir einen
hoheren Konturwert, wie er tiblicherweise bei der Darstellung von Orbitalen ver-
wendet wird; 4) Kerngeriist mit Konturflichen des Orbitals.

'Tm Gegensatz zur Dichte, die als Betragsquadrat des Orbitals immer positiv ist, kann das
Orbital selber positive wie negative Werte annehmen. Gezeigt sind zwei Konturflichen, deren
Konturwerte den gleichen Absolutbetrag haben, aber einmal positiv und einmal negativ sind (im
Bild blau und rot unterschieden).



